Simon Fuhrmann

Lineare Algebra

Axiome der Linearen Algebra

Im Folgenden sei V' ein beliebiger K-Vektorraum und P eine Punktmenge. V und P bilden einen

affinen Raum. Seien auferdem U; = K™*", Uy = K™*¢ Uy = K*** Matrizenrdume von V.

Punkte

Vektoren antragen:

Punktabstand:
Assoziativgesetz:
Neutralelement:

Vektoren

Assoziativgesetz:

Kommutativgesetz:

Neutralelement:
Inverses:
Distributivgesetz:
Neutralelement:
Distributivgesetz:
Assoziativgesetz:

Skalare

Assoziativgesetz:
Neutralelement:
Inverses:

Kommutativgesetz:

Assoziativgesetz:
Neutralelement:
Distributivgesetz:
Distributivgesetz:
Inverses:

Kommutativgesetz:

Matrizen

Distributivgesetz:
Assoziativgesetz:

Distributivgesetze:
Assoziativgesetz:

Assoziativgesetz:
Neutralelemente:

VieV.VPQeP.
VieV.VP,Q e P.
Vv, weV.VPeP.
VPeP.

Vu,v,w e V.

Vo, weV.
I0eV.VieV.
VoeV.d —-veV.
Vo, weV.VreK.
dle K.VveV.
vVoeV.Vr s e K.
voeV.Vrse K.

Vr,y,z € K

J0e K.Vz € K.
Vee K.3 —-zx€eK.
Va,y € K.
Vz,y,z € K.

Jle K. Vze K.
Vr,y,z € K.
Vz,y,z € K.

Vo e Ky Jo~t € K.
Va,y € K.

VAeU,.Vv,we K"

VAeU.Vie K".Vre K.

d0e K.VA e U,.
VAeU. VB,C € Us.
VA,BeU.VC € Us.
VAU;. VB e Us. Vr € K.
VAU,.VB € Uy.VC € Us.
3E,, € K™™ VAU,
3B, € K" VA e U.

Christian M. Meyer

Q=0+P
T=PQ=Q-P
(@ + T) + P =0+ (7+ P)

(W+0) + @ =w+ (0 + 1)
T+d=w+7
i+0=1

T+ (-0)=0
r(0+ W) = rv + rad
10=17
(r+s)0=rv+sv
r(s0) = (rs)v

s+ (y+2)=(r+y) +=2
O+z=2

x+(—z)=0
rt+y=y+x

- (y-z)=(z-y) 2
l-z=x

x-(y+z)=z-y+z-z
(y+z2) z=y-z+z-x
z-zl=1
xT-y=x-Yy

= r(AB) = A(rB)
(AB)C



Determinanten

Die Determinante dreier Vektoren @, @, @ € R ist definiert als: (@ x| @ ) = det(@, ¥, ). Allgemein
kann man die so genannte Determinantenform als eine Abbildung det: V' — K auffassen, mit
A= (a1, ,a,) — |A] = det A =det(aq,- -, a,). Axiome:

(D1) Vag,beV. det(ay,---,a; +b, -, a,) = det(ay, - an) + det(ay, --,b,---ay)
(D2) Va,eV.Vre K. det(ar,---,raj,---,a,) =rdet(ar, -, an)
Vag e V.Vr e K. det(ra1,~~~,raj,~~~,ran):r"det(a1,~~~,an)
(D3) VageV. det(a1,---,a5,---,a5,---,a,) =0
(D4) 3E,eV. det( n)—det(el,-- ):1
(D5) VareV.j#k det(ai,---,a; +ag, -, a,) = det(ar, -, an)
(D6) VaseV. det(a1,~-~,aj,aj+1,- an,) = —det(ar, -, aj41,a5, -+, an)

Weitere Eigenschaften von Determinaten

(1) VA,Be K"*m. det(AB) = det(A) det(B)

(2) VAe K™ det(A ) <:) A ist invertierbar

(3) vde K”i". det(A~ ) det(A)

() VAe K" Vre K. det(rd)=r"det(A)

(5) VASe K™, det(S71AS) = det(A)

(6) VAe K™ " det(A) = det A*

(7) VA SeRK™™ ™, det(StAS) = det?(S) det(A)

(8) VageV. det(ay,-+-,a,) >0 < ai,---,a, sind positiv orientiert.
Vays € V. det(ay,---,a,) <0 < a1, --,a, sind negativ orientiert.
Vas, e V. det(aq,--- ,an) =0 <& aj,--,a, sind linear abhéngig.

Determinante von 2 x 2-Matrizen

Die Determinante einer 2 x 2-Matrix berechnet sich aus der Differenz der Produkte von Haupt-
und Nebendiagonale, also

U1 U1 —
det (u2 vz) = U1V — U2V1

Sarrus-Regel

Die Sarrus-Regel zur Bestimmung der Determinante von 3 x 3-Matrix besagt: Die Determi-
nante ergibt sich aus der Subtraktion der Summe aller Nebendiagonalen von der Summe aller
Hauptdiagonalen. Die Eintrdge der Diagonalen werden jeweils multipliziert.

U1 V1 w1

det | w2 vz wo = U1V2W3 + V1waUs3 + W1ULV3 — U3VW1 — V3WaUT — W3U2V1
us v3 w3

Entwicklung nach Zeilen oder Spalten

Der Minor A\ ist die (n — 1 x n — 1)-Matrix, die man durch Weglassen der k-ten Zeile und ¢-ten
Spalte erhélt:

-

Il
—

Spaltenentwicklung: det(A4) = > (—1)""7 a;; det(A4")

J

-

I
—

Zeilenentwicklung:  det(A4) = Y (—1)" a;; det(A¥V)

8 0 2
Beispiel: det<é 4 §>:—O-det(; §)+4~det(§ §)—9-det(§ 2)

Das Beispiel zeigt, dass das Entwickeln nach Zeilen/Spalten, in denen sich ein Nulleintrag befindet,
die Berechnung der Determinante erleichtert.
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Vektorprodukt

Das Vektor- oder Kreuzprodukt x:R3 x R? — R3 ist wie folgt definiert:

U1 w1 VW3 — V3Wa2
Ixw=1[ vo | x| wy | =| vswi —viws |U x @] = |7] - | - sin
U3 w3 V1W2 — V2wW1

Es gelten die folgenden Gesetze:

(Gl1) V7, @ e R3. ixw=0 & 7|
(G2) V4,7 eR3. TXxW=—-uxv
(G3) VT, wWeR3Vre K. r(¥xw)= V) xw=7x (rv)
(G4) Vu,v, 7 € R3. UX (T4+d)=udxv+Uxd
Vi, v, 0 € R3. (U+0)xW=udx W+ xd
Grassmann'scher Entwicklungssatz: V@, v,w € R®. (@ x 0) x @ = (@ |07 — (¥ |0)d
Jacobi Identitit: V@, 7, @ € R3.  dx (Fx®)+Tx (Wxd)+dx (@x7) =0
Lagrange: Vi, v,0,5 € R®. (@ x¥|wx &)= (i|w){v]|5)—(v|w)(d|5)

Spatprodukt
Das Spatprodukt berechnet das Volumen des von , ¢, W aufgespannten Spats.

Vipat = (i1 |7 x @) = (@ x 7|5 ) = det(d, 7, 0)

Koordinatentransformation

—

. RN = . n
Basis « ={d,da,...,dn} mit a; = ijl 5i;b;
) Sl o ) 7 -

Basis = {b1,b2,...,b, mit b; = ijl ti;d;

Transformation von § nach a: Transformation von « nach G:
tin tiz - tin S11 S12 - Sin

. _ tor 22 oo ton | ~ _ s21 S22 - San |

7 = Tpv’ = . . . i’ P = T, = . . . T
th1 th2 -+ tan Snl  Sn2 ' Snn

Es gilt 5T, = o T3~ "' beziehungsweise T = T, "
Punktkoordinatentransformation: P = T3PP + (0p)* = ,T3PP + 05 — O,

Lineare Unabhingigkeit

Die Vektoren 51, 527 ey l;n sind linear unabhéingig, wenn eine der folgenden Aussagen zutrifft:
(1) S7_,axby =0 hat eine Losung mit 37, |ax| # 0
(2)  det(b1, b, ... bn) #0
(3) Vi by #Y"  aib; mita; € K und i # k
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Eigenwerte und Eigenvektoren
Sei ¢: V. — W eine lineare Abbildung mit ¥ — Av. Ein Vektor @ € V heifit Eigenvektor von ¢
(bzw. A) zum Eigenwert ), falls folgendens gilt:

o) = Ad = I\ & (A= AE)i=0

Das Bild des Vektors u ldsst sich also als Streckung darstellen. Der zum Eigenwert A\ gehorige
Eigenraum F) ist die Menge aller Eigenvektoren zu A:

Ey={ZeV|d(@) =i} ={@ecV|(A-AE)i=0}

Die Dimension des Eigenraums E), ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \;. Zwei
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenrdumen sind linear unabhéngig.

Charakteristisches Polynom

Die Eigenwerte A; von ¢ sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
XA(A) =cha(A) = det(A — AE)

Nach dem Hauptsatz der Algebra gibt es zu ¢ genau n = dim(¢) Eigenwerte A; € C, denn das
charakteristische Polynom zerfillt in genau n komplexe Linearfaktoren:

n

xa@) = [T = 2% =0

i=1

Die Zahl k; gibt die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts \; an. Die geometrische Vielfach-
heit ist stets kleiner oder gleich der algebraischen, also gilt: dim(E)y,;) < k;

Diagonalisierung

Die Matrix A besitzt beziiglich einer Basis 0 genau dann Diagonalgestalt, falls § eine Basis
aus Eigenvektoren bildet und wenn gilt Y . | dim(E),) = dim(A), die Summe der geometischen
Vielfachheiten muss also gleich der Dimension der Abbildung sein.

Sei v; € Ej, ein Eigenvektor zu A;. Die Transformationsmatrix der Basis 3 ist gegeben durch
die Matrix S = (¢1,%s,...,9,). Die Diagonalmatrix D zu A ergibt sich aus den Eigenwerten
von A: D = diag(A1, A2, ..., A,). Diese Form ist bis auf die Reihenfolge der Eigenwerte eindeutig
bestimmt. Es gilt:

A=SDS™! &  D=S'AS

Besonderheiten

Eine Matrix in Diagonalform bietet einige Vorteile, wie beispielsweise die Berechnung von Ma-
trixpotenzen oder das Bestimmen der Euler’schen Funktion. Fiir eine beliebige Matrix A und
eine invertierbare Matrix S gelten:

(1) Potenzen: (SAS™H)" = SAnS—!
(2) Euler’sche Funktion: exp(SAS™1) = Sexp(A4)S~!

Insbesondere gilt fiir eine Diagonalmatrix D:
D™ = diag (dy,ds, . ..,d,)" = diag (d7*,d5*,...,d™)
exp(D) = exp(diag(dy,ds, ...,d,)) = diag(exp(dy), exp(da), . . ., exp(dy,))

Eine Drehmatrix im R? um den Winkel w besitzt immer die Eigenwerte A\ /2 =
Eigenvektoren vy /o = (41, 1)

e sowie die
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Matrizen

Sei A = (ar,), , eine n x n-Matrix mit k,¢ = 1,...,n. Diese Matrix A hat die folgenden Eigen-
schaften und es existieren die folgenden assozierten Matrizen:

Transponierte Matrix: A" = (apk),,

Konjugierte Matrix: A = (ary),,

Adjungierte Matrix: A = (), = a'

Inverse Matrix: JATL AAT'=FE=A"1A & det(4)#0
A ist reell & A= Ar

A ist symmetrisch & A=At

A ist hermitesch & A=A

A ist normal & AA* = A*A

A ist orthogonal & Al=A"1' & AA'=E=A'A

A ist unitér & A'=A"1 & AA*=FE=A*A

A ist nilpotent & dJkelN AR =0

A ist idempotent & dJkelN Ak = A

A ist positiv definit & Ya,veV. WAT >0

A ist positiv semi-definit <« Vu#,v€V. WAT >0

A ist negativ definit & Va,veV. WAT <0

A ist negativ semi-definit < V@, 7€ V. WAT <0

A ist indefinit & iy, v €V. W} ATy > 0 und @5 AT, < 0

Inverse Matrizen

Eine Matrix A heifit invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0. Fiir eine 2 x 2-Matrix ergibt
sich die folgende Formel:

1 _
A= @1 012 7 A1 — a22 a2
ag1 Q22 det(A) \ —a21 an
Fiir beliebige Matrizen kann man den Gauss-Jordan-Algorithmus zur Invertierung verwenden.

Hierbei transformiert man die um die Einheitsmatrix erweiterte Matrix A mit Hilfe des Gauss-
Algorithmus, bis der linke Teil der Matrix zur Einheitsmatrix geworden ist:

(118) = (s]a)
1 2|1 0 1 2 1 0 1 0]-2 1
Gl D)= 2 0=ty 4)

Beispiel:



Abbildungen
Bild und Kern

Der Kern einer Abbildung ¢:V — W ist die Menge aller v € V, die auf 0 abbilden. Das Bild
einer Abbildung ist die Menge aller Bildpunkte.

Kern(¢) = ker(6) = {v € V | é(v) = 0}
Bild(¢) = im(¢) = {(v) | v € V}

Injektiv, surjektiv, bijektiv

Eine Abbildung ¢: V' — W hat folgende Eigenschaften:
¢ ist injektiv = & Vo,weV. ¢v)=¢(w)=v=w < Kern(¢)= {0}

¢ ist surjektiv < VYweW.JveV. o) =w < Bild(¢) =W
¢ ist bijektiv & ot ¢olog=idw & ¢ ist injektiv und surjektiv
& o7l ¢poo ! =idy

Lineare Abbildungen

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ¢: V' — W heifit Linearform oder lineare Abbil-
dung, falls folgendes gilt:

(L1) VieV.VreK. ¢@rv)=ré®)
(L2) V&,d@ eV &(F + 1) = ¢(7) + ()

Ist V endlichdimensional mit dim V' = n, kann man ¢ durch eine n x n-Matrix A angeben so, dass
¢(0) = AV fiir alle ¢ € V gilt.
Bilineare Abbildungen

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine bilineare Abbildung oder Bilinearform ist eine Abbildung
:V x V — K fiir die gilt:

(L1) Vo, WeV.VreR. &@rv,d)=rd(d,w)
Vo, W eV.VreR. & rd)=rd(u,w)

(L2) Va,d,weV. O (4 + v, W) = ®(d, W) + P(V, W)
Vi, v, e V. O (u, v + W) = ®(d, V) + ®(d, W)

Ist V endlichdimensional mit dim V' = n, kann man ® eindeutig durch eine n xn-Matrix A angeben:
(¥, %) — ¥ Aw. Diese Matrix nennt man Gram-Matrix von ®.
Sesquilineare Abbildungen

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ®:V x V — K heiffit (-Sesquilinearform mit einem
Automorphismus C, falls gilt:

(L1) V@@ eV.Vre K. ®@v,d)=r (i)
VO,G € V.Vr e K. &5, rF) = C(r) - ®(@, )

(L2) Va7, € V. O(@ + 7, 7) = B, @) + (7, F)
Vi, 0@ € V. O(@, 7 + ) = B, 0) + (i, @)

Ist ¢ = idg ergibt sich eine Linearform. Hiufig betrachtet man eine Sesquilinearform mit der
Involution ¢(z) = z* iiber dem Koérper der komplexen Zahlen.
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Morphismen

Eine strukturhaltende Abbildung zwischen algebraischen Strukturen nennt man Morphismus
oder auch Homomorphismus. Die Menge aller Homomorphismen Hom(V, W) ist ein Vektor-
raum. Im folgenden sei ¢: V — W ein Homomorphismus und V ein reeller Vektorraum:

¢ ist ein Homomorphismus < ¢ ist eine lineare Abbildung.

¢ ist ein Isomorphismus < ¢ € Hom(V,W) und ¢ ist bijektiv
¢ ist ein Epimorphismus < ¢ €Hom(V,W) und ¢ ist surjektiv
¢ ist ein Monomorphismus < ¢ € Hom(V,W) und ¢ ist injektiv
¢ ist ein Endomorphismus & (

& (

¢ ist ein Automorphismus und ¢ ist bijektiv

Transformationen

Sei a: by, ba, b3, O eine Basis des R? und sei 1: R? — R? eine lineare Abbildung mit v (7) = A¥.
Folgende Transformationsmatrizen A sind unter anderem mdglich (fir r € R):

Identitat: Scherung von by Richtung bs: Projektion auf by, by:
1 0 0 1 0 r 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0
Zentrische Streckung an O: Streckung an by : Streckung an by, by:
T 0 0 T 0 0 T 0 0
0 r 0 0 1 0 0 r 0
0 0 r 0 0 1 0 0 1
Punktspiegelung in O: Geradenspiegelung an by : Ebenenspiegelung an by, by :
-1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 -1 0 0 -1 0 0 1 0
0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1
Drehung um by : Drehung um by: Drehung um bs:
1 0 0 cos w 0 sinw cosSw —sinw 0
0 cosw —sinw 0 1 0 sinw Cos w 0
0 sinw COS w —sinw 0 CoS w 0 0 1

Affine Abbildungen

Mit Hilfe von affinen Abbildungen kann man Verschiebungen (Translationen) durchfiihren.
Man unterscheidet hier zwischen Verschiebungen mittels affinen beziehungsweise homogenen Ko-
ordinaten.

Affine Koordinaten: o(¥) = A+ P

Homogene Koordinaten: ¢(¥) = AT

Will man fiir eine lineare Transformation ¢ eine Basis 3 verwenden, miissen sowohl das Urbild als
auch das Bild transformiert werden. Homogene Koordinaten erlauben hier auch die Wahl eines
neuen Ursprungs.

a(ba = QTB B¢ﬂ BTa
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Komplexe Zahlen

Kartesische Darstellung: Die kartesische Darstellung einer komplexen Zahl z ist die Koor-
dinatendarstellung in der Gauf’schen Zahlenebene. Angegeben sind die Komponenten der Real-
und der Imaginérachse.

Va,beR. z=a+bieC

(1) VzwecC. z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(2) VzweC. z - w=(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
(3) VvzeC e mw ot e

Realanteil von z: R( a
Imaginéranteil von z:  3(2) = b= 5: (2 — 2)
|

Betrag von z: 2| = Va2 + b2 = 2z

Konjugiert komplexe Zahl: Die zu z konjugierte Zahl Z erhélt man durch Spiegelung von z
an der reellen Achse.

Va,beR. Z=2*=a—-bi € C

(1) VzzweC. z+w=z+w
(2) VzyweC. Z-w=z-w
(3) VvzeC. Z=2" =z

Polardarstellung: Die Polardarstellung einer komplexen Zahl z besteht aus der Linge (Betrag)
des Vektors in der Gaufl’schen Zahlenebene sowie dem eingeschlossenen Winkel von Vektor und
reeller Achse.

VzeC.z=|z|(cosw+isinw) mit w = arg(z)
(1) VzwecC. 24w =|z| - (cosw + isinw) + |w| - (cosy + isin)
(2) Vz,weC. z - w=|z|-|w| (cos(w+7)+isin(w+7))

(3) VzeC.VneN. z"=|z" (cos(nw)+isin(nw))

Losung der Gleichung: 2" = |w|- (cos~y + isin~y)
5= YTl (cos(3 + 228) 4 in(3 o+ 228)

Unitiare und euklidsche Riume

Ein unitidrer Raum ist eine Struktur, die aus einem Skalarprodukt und einem komplexen Vektor-
raum besteht. Der euklidsche Raum besteht ebenfalls aus einem Skalarprodukt. Als Vektorraum
wird hier allerdings ein reeller Vektorraum verwendet.

Eine Abbildung ®:V xV — C, (v,w) — (v |w) heifit Skalarprodukt. Es handelt sich um eine
Sesquilinearform und ist damit semilinear im 1. Argument und linear im 2. Argument, auflerdem
ist es hermitesch und positiv definit. Es gelten die folgenden Axiome:

(E1) Vd,weV. (T|W) = (| V)
(E2) Vo, WeV.VzeC. (zU0|W)=2(u|d)
Vo, weV.VzeC. (V|z0)=2z(u|W)
(E3) Vu,v,weV. (U+T|W) = (u|w)+ (T|)
Vu,v,we V. (T|T+W) =(T|T)+(T|d)
(E4) VTeV. (T|VU)y >0
VieV. (T|U)y=0 & =0
Vo, e V. (TV|W)y=0 & vLd
Satz des Pytagoras: Vv, e V. |7+ w2 = 0> + |0]? & TLa
Cauchy-Schwarz: Vo, W e V. (| )| < |¥] - ||
Dreiecksungleichung: Vo, e V. |04+ | < |7] + ||
Projektion von @ auf o: V¥, € V. 3w* € V. 1D'*:<T7Jl‘f>17



