Graphentheorie
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Graphen

Definition: Ein (ungerichteter) Graph ist ein Tupel G = (V, E) bestehend aus der
Knotenmenge V und der
Kantenmenge EFECV V.

Nachbarschaft und Grad: Sei G = (V, E) ein Graph. Die folgenden Operationen sind fiir einen belie-
bigen Knoten v € V' definiert:

Nachfolgeknoten: Sw)={we V| (v,w) € E}
Vorgangerknoten: Plv)={weV | (w,v) € E}
Nachbarknoten: N@w)={weV | (v,w) € EV (w,v) € E} =S(v) UP(v)
AuBengrad: d*(v) = [S(v)| (Anzahl der in v beginnenden Kanten)
Innengrad: d=(v) = |P(v)] (Anzahl der in v endenden Kanten)
Grad: d(v) =d*(v) +d(v)

Damit gilt: 2 > dt(v)=2 > d (v)= > d(v) =2-|E|

veV veV veV

Graphen: Ein Graph G = (V, E) heifit

knotenendlich < V<o
kantenendlich & Bl < o0
k-regular & VYeeV. dv)=k (mit k € No)
vollstidndig & YoweV. (vyw)eE = |E|= W
einfach/schlicht < G hat weder Schlingen noch Mehrfachkanten.
Sei G’ = (V', E’) ein weiterer Graph. G’ heifit
Teilgraph von G & G Cd & VCVANECE
Obergraph von G & GCl
Clique von G & G CG A G vollstindig
Partialgraphvon G & G'CG A E' ={(v,w) € E|v,w e V'} (auch: Untergraph von G)
isomorph zu G & Je:V — V' p bijektiv. ¥ (v,w) € E. (¢(v), p(w)) € E’

Zu beachten ist, dass die Inklusion C eine Ordnungsrelation auf G bildet.

Knoten: Ein Knoten v € V heif3t

isoliert < dv)=0
adjazentzuw eV &  (v,w)€E (auch: v und w sind adjazent)



Kanten: Eine Kante e = (v,w) € E heifit

Schlinge &S v=w
Mehrfachkante < e = (v,w) kommt mehrfach in E vor (auch: Parallele)
inzident zu u € V S u=vVu=w (auch: e und u sind inzident)

Operationen: Fiir zwei Graphen G1 = (V1, F1) und Gy = (Va, E») sind folgende Operationen definiert:

Reduktion: G\ Go:= (V1 \ Vo, E1 \ Es)

Vereinigung: G1U Go := (V1 U Vo, By U Es)

Schnitt: GiN Ge:=(Vin Vy, E1N Es)

Ringsumme: G1® Gy := (ViU Va, (E1U Ex)\ (E1 N E»))
Inversion: Gil= (i, EfY mit Ef = {(w,v) | (v,w) € By}

Wege: Eine Folge von Knoten p = (v, vs,...,v,) aus G = (V, E) mit v; € V fiir alle 1 < i < n heifit

Weg/Kantenzug: < p=(v1,v2,...,0n) A Vus,v, € V. (05,0i41) € E mit 1 <i<n
Kreis/Zyklus: & pist ein Weg A v = v,
Ein Weg verbindet also die Knoten v; und v,, indem die Knoten wvs,...,v,_1 iiber die entsprechenden

Kanten von G besucht werden. Der Knoten vy heifit hier Anfangsknoten, der Knoten v, Endknoten des
Weges. Man definiert:

Wegegraph zu G: Gt:=(V,ET) mit ET :={(v,w) € V x V| es gibt einen Weg von v nach w}

Der Wegegraph enthilt nur Wege p mit ||p|| > 1. Vereinigt man alle Schlingen mit dem Wegegraphen, ergibt
sich die reflexive und transitive Hiille von G:

G* = (V,E" U{(v,v) |[veV})

Gerichtete Graphen: Ein gerichteter Graph G = (V, E) ist ein Graph, dessen Kanten eine Richtung
besitzen, folglich gilt nicht linger (v,w) € E = (w,v) € E. Die oben eingefiihrten Bezeichnungen bleiben
erhalten. Der zu G zugeordnete ungerichtete Graph wird mit

G=GUG'=(VFUE™)

bezeichnet.

Wegeigenschaften: Ein Weg bzw. Kreis p = (v1,v2,...,v,) € GV in einem Graphen G = (V, E) heift

knoteneinfach & Vi, jeNt. i#j vy F V5

kanteneinfach & VijeNPli#j Vi V) N Vg1 #F Vi1

knoteneinfach & VYo,weEp v#Ew

kanteneinfach & YV (v1,02), (wy,ws) € p. (v1,v2) # (w1, ws) mit vy # wy, ve # ws
eulersch < pist ein kanteneinfacher Zyklus AV (v,w) € E. (v,w) €p
hamiltonsch < pist ein knoteneinfacher Zyklus A Vo e V.v €p

Ein knoteneinfacher Weg ist gleichzeitig ein kanteneinfacher Weg. Ein eulerscher Zyklus wird auch als
eulersche Linie (Kreis) bezeichnet. Entsprechend werden hamiltonsche Zyklen auch hamiltonsche Linie (Kreis)
genannt. Die Linge eines Weges gibt die Anzahl der Kanten an, also ||p|| = n—1. Zwei Wege p; = (v1,...vg)
und ps = (wy,...,w,) heiflen

knotendisjunkt & YveEp.véEp
kantendisjunkt & Y(v,w) €pr1. (v,w) & po
konkateniert < props = (V1,..., Uk, w1, ... Wwp)
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Zusammenhang: Sei G = (V,E) und w € V. G heifit

zusammenhangend & Vo,w e V. wvist mit w verbunden.
Ein Knoten v € V heifit

verbunden mit w & dpeGt. p=(v,...,w)
Trennknoten < G zusammenhidngend A (V' \ {v}, E) nicht zusammenhéngend

Ein Kante e = (v,w) € E heifit
Schnittkante < G zusammenhiingend A (V, E'\ {e}) nicht zusammenhéngend
Ein Teilgraph G’ = (V', E’) C G heifit

Komponente von G < G’ zusammenhéngend.

Geriist von G s G=(V,E)
Trennmenge V: G zusammenhingend A (V' 17, E) nicht zusammenhiingend
Schnittmenge E: G zusammenhidngend A (V) E '\ E) nicht zusammenhéngend

G heifit mehrfach zusammenhingend, falls |E| = 0 gilt, es also keine Schnittkanten gibt.

Satz iiber eulersche Graphen: Fiir einen Graphen G = (V, E) sind &quivalent:

(1) G ist eulersch.
(2) @G ist zusammenhingend und ungerichtet A Vv € V. d(v) ist gerade
(3) G ist zusammenhingend und gerichtet AVv e V. dT(v)=d (v)

Zyklen: Ein Graph G = (V, F) heifit

zyklisch < @G hat (mindestens) einen Zyklus
azyklisch < G hat keinen Zyklus
azyklisch = duweV. dt(v)=0 A d (w)=0

Planaritit: Sei G’ = (V' E’). Ein Graph G = (V, E) heifit

planar < @G lasst sich ohne Kantenkreuzungen in der Ebene darstellen.
homeomorph zu G’ & VYoeVaV'. d(v)=2

Fiarbbarkeit: Sei G = (V, E) und S eine Menge von Farben. Eine Knotenmarkierung ist gegeben durch
f:V — 5. Die Abbildung f heifit

Farbung & YoeV.VweN®w). f(v)# f(w)
Weitere Eigenschaften:

G ist k-farbbar < Jf:V— S5 fist eine Firbung von G A |S| =k
chromatische Zahl: X(G) = min{k € N | G ist k-farbbar}
Vierfarbensatz: G ist planar = x(G) =14

Vollstandigkeit G ist vollstindig = x(G)=|V]

Analog definiert man Kantenmarkierungen als eine Abbildung c¢: V' x V' — S fiir eine beliebige Wertemenge
S. Man nennt c(e) das Gewicht, die Kapazitdt oder die Kosten von e € E.
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