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1 ZAHLEN, INDUKTION, MENGEN 1

1 Zahlen, Induktion, Mengen

Vorlesung
Wir stellen zuerst einige allgemeingiiltige Rechenregeln zusammen, die man 27.10.2003

Axiome nennt. Aus diesen Regeln leiten wir neue Sétze, Formeln und Ergeb-
nisse her.

1.1 Die Korperaxiome
Definition §1.1

Wir gehen von einer Menge von Zahlen K aus (z.B. die Menge der reellen Zah-
len), die zwei spezielle Elemente 0 und 1 enthalten soll. Weiter soll es zwei Ver-
kniipfungen + und - geben, die zwei beliebigen Elementen in K neue Elemente
zuordnen. Zum Beispiel:

rt+y=u

T-y=0v
Dabei sollen folgende Axiome gelten, fiir alle x, y, z in K.

Kommutativgesetz

(Ky) z4+y=y+a
(K) zy=yuz

Assoziativgesetz

(Ay) @ty +z=z+(y+2)
(A) (x-y)-z=z-(y-2)

Distributivgesetz

(D) (z+y)-z=x-24+y-z
x-(y+z)=z-y+z-z

Existenz von Neutralelementen
(Ny) z40=04+z==x
(N.) z-l=1-z==x
xr-0=0-2=0

Existenz von inversen Elementen
(I+) Zu jedem x gibt es ein y mit x +y =0
(I) Zujedem z # 0 gibt esein z mit z -2 =1

Schreibe y = —z, z =271 =

]|~

Sind alle diese Axiome erfiillt, so heifit (K,0,1,+,-) ein Kérper. Beispiele dafiir
sind die reellen Zahlen R und die rationalen Zahlen Q.
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Aus den Korperaxiomen folgen schnell weitere einfache Regeln. Zum Beispiel:

(-1)-z = —=z
Herleitung: 0 = z+(—2)
= z+(-1)-x
= laz+(-1)-=z
= (14+(-1) =z
= 0-z=0
Folgerung: (—z)-(-y) = z-y
denn: (—2)-(—y) = (-1)-z-(-1)-y
= () (Drey
= (D
= lx-y=z-y

Derartige Regeln gelten auch universell in allen Korpern. Es gibt neben Fy, R
und Q viele weitere wichtige Korper; Stichwort: Kryptographie mit elliptischen
Kurven.

1.2 Beispielkorper: [y
Der Korper der Informatik Fy = {0,1}. Wir definieren + und - wie folgt:

+]0 1 <o 1
00 1 0[]0 0
11 0 110 1

Hier gelten alle Korperaxiome.

Kuriosum:
Fs.

InFygilt0=2=1+1,und x + 2 =0 also —z = « fiir alle x in

1.3 Ordnung von Zahlen

Eine weitere wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen ist ihre Ordnung oder
Anordnung.

Definition: Eine Ordnung < ist eine zweistellige Relation, beziiglich derer fiir
alle x, y, z gelten soll:
(O1) Entweder z < y oder x = y oder y < x, genau einer dieser Fille

tritt ein.

(O3) Wenn gilt z < y und y < z, dann soll auch gelten z < z

Ein Kérper K ist angeordnet (kurz: ein A.K.), wenn < eine Ordnung auf K ist,
mit:

(Ok+)
(Ok.)

Beispiele dafiir sind R und Q.

Wenn z <y, dann x + z < y + z
Wenn x < y und wenn z > 0,dann z -2 < y- 2

Beispiel §1.2

Definition §1.3
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Beispiel: Fy ist kein A.K.! Denn wire Fy beziiglich < ein A.K., so wiirde
gelten:
< <
r<y ~~» rz+r<y+x
=0
r<y ~ r+y<y-+y
——
=0

Dies wére ein Widerspruch zu (Oy). O

Vereinbarung: =z >y falls x > y oder z =y

z heifit positiv wenn x > 0, negativ wenn x < 0, nicht positiv wenn z <
und nicht negativ wenn = > 0.

Behauptung: Das Produkt von zwei positiven oder zwei negativen Elementen
(Zahlen) ist positiv, das Produkt von einem positiven und einem negativen
Element ist negativ.

Beweis: Falls 2,y > 0,s0ist 2-y > 0-y=0.Ist 2 <0, so ist z + (—x) < —u=,
also —x > 0. Ist ,y <0soist —z,—y >0und z-y = —z - (—y) > 0 = wenn
xz,y < 0, so ist ihr Produkt > 0. Ist x >0,y <0,sogilt -y <0-z =0.
Anmerkung: Insbesondere gilt fiir alle 2, dass 22 > 0, also 1 = 12 > 0. Fazit:
Die iiblichen Vorzeichenregeln gelten also alle.

Bemerkung: Jeder angeordnete Korper ist unendlich. Denn:

1>0=1+1>1=14+1+1>1+1= ..

1.4 Der Absolutbetrag |z|

Der Absolutbetrag (oder Betrag) eines Elementes x eines A.K. ist definiert
wie folgt:

T falls x > 0
lz| = 0 falls x =0
- falls x < 0

Abbildung 1: Die Betragsfunktion

Es gilt:
lz-yl =[]yl (1)
lz| = |-2[=0 (2)
le+y| < x|+l (Dreiecksungleichung) (3)
lz—yl = ==yl (4)

Vorlesung
30.10.2003

Definition §1.4
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Beweis: (1) und (2) sind klar. Zu (3):

] > ==z
also |z|+ |yl > |z|+y > =z+y
und [z + |y > |z|-y > -—z-y,
——
=—(z+y)
also [z|+ [yl > |z +y]
Zu (4):
o] = Je+y—yl < |z—yl+]yl
lyl = ly+toz—z < |y—zf+|z]
lz| =y < Jz—yl
lyl —lz| < |y —z
N——
= |z—y]
= x| =yl < |z—yl

1.5 Natiirliche Zahlen und Induktion
1.5.1 Die Peano-Axiome

Schule: N = {0,1,2,3,...}

Schreibe: s(n) =n+ 1, wobei s(n) = Nachfolger von n, dann erfiillt (N, s, 0)
die so genannten Peano-Axiome.

(P1) Es gibt kein n mit s(n) =0

(P2) Ist s(n) = s(m), dann ist n =m

(P3) Axiom der vollstandigen Induktion: Ist X eine Teilmenge von N
mit 0 € X und gilt: x € X = s(x) € X, soist X =N.

Satz: Erfillt (N,s’,0") die Peano-Axiome, so ist N = N, genauer: Es gibt
genau eine Abbildung f: N — N, die jedem ¢ € N eine natiirliche Zahl zuordnet,
mit:

f@) = fH)+1

n-(n+1

Beispiel: Wir behaupten 0 +1+2+ ... +n = —5 ) gilt fiir jede natiirliche

Zahl n.

Induktionsanfang: n = 0 = Formel ist richtig. Auch aus n = 1 = Formel
ist richtig.

Induktionsschritt: Wir nehmen an das gilt fiir 0,1,2,...,n und wir zeigen:
es gilt auch fiir n + 1.

w n-(n+1)

O+14---4+n+(n+1) = f—k(n—kl)
n-(n+1) 2-(n+1)  (n+1)(n+2)
R R e —

Also gilt die Formel fiir n 4+ 1, wenn sie auch fiir n gilt.

Definition §1.5
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Behauptung: Damit gilt die Formel fiir alle natiirlichen Zahlen!
Setze: X = {n € N | Formel gilt fiir n}

Nach Induktionsanfang (I.A.) ist 0 € X, nach Induktionsschritt (I.S.) gilt, wenn
n € X, dann s(n) =n+1¢€ X.

Nach (P3) ist X = N.

Bemerkung: Wir kénnen multiplizieren (-) und addieren (+) mittels s(...)
hinschreiben, durch:

O+n = 0
s(n)+m = s(n+m)
sowie:
0-n = 0
s(n)rm = m-m+m

Es ist miihsam, Assoziativitdt, Kommutativitit, etc. nachzuweisen.

1.5.2 Die ganzen Zahlen Z

Die ganzen Zahlen Z = {0,£1,4+2,+£3, ...} stellen wir uns als vorzeichenbehaf-
tete, natiirliche Zahlen vor, mit den {iblichen Rechenregeln. Die Menge N der
natiirlichen Zahlen und die Menge Z der ganzen Zahlen sind keine Korper.

Weil: 2.z =1 hat keine Lésung in Z.

1.5.3 Die rationalen Zahlen Q

Man erweitert Z zum Kérper Q = {¢ | a,b € Z,b # 0} mit den iiblichen Rechen-
und Kiirzungsregeln (¢ = £5,¢ # 0).

(Q,0,1,4+,-,>) ist ein angeordneter Korper.

1.6 Mengen
Vorlesung
Mengen sind die Bausteine der gesamten Mathematik. Unter einer Menge stel- 03.11.2003

len wir uns eine Zusammenfassung gewisser Elemente (die ihrerseits Mengen — Definition §1.6
sind) vor. Wenn ein Element x in einer Menge A ist, schreiben wir z € A. Wenn

2 nicht in A ist, schreiben wir ¢ A. Sind A und B Mengen, und gilt fiir jedes

x € A, dass x € B, so schreiben wir A C B (A ist Teilmenge von B).

1.6.1 Existenz, Extensionalitit und Aussonderung

Hier sind Axiome von Zermelo Fraenkel:

(Exz)  Existenz. Es gibt Mengen.

(Ext) Extensionalitit. X =Y genau dann, wenn X und Y die gleichen
Elemente haben, X CY und Y C X.

(Aus) Aussonderung. Ist ¢ eine Eigenschaft und X eine Menge, so auch
{r € X | z hat Eigenschaft ¢}.
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Beispiel: R ist eine Menge ~~ {r € R | r > 0} ist eine Menge.

Insbesondere sind Durchschnitte und Komplemente wieder Mengen.

Durchschnitt oder Schnittmenge

ANnB={a€ A|a€ B}

Abbildung 2: Schnittmenge

Komplement
A\B={a€ A|a¢ B}

Abbildung 3: Komplement

1.6.2 Paarmengen-Axiom, Vereinigunsmengen-Axiom

(Paar) Paarmengen-Axiom. Sind A und B Mengen, so auch {4, B}.
(Ver)  Vereinigungsmengen-Axiom. Sind A und B Mengen, so auch A U
B={x|xz € Aoderz € B}

Il

Abbildung 4: Vereinigungsmenge

Vereinigungsmenge
AUB ={a€ Aoder a € B}

Beispiel: A ={1,2} und B = {2,3}
(Paar) {AvB} - {{172}3{233}}
(Ver) AUB=({1,2,3}

1.6.3 Die leere Menge ()

b={} ={reX|z#uz}
Fiir jedes z gilt also x ¢ ()
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Beispiel: Mit A = {1,5} und B = {2,511} gilt ANB =10

Beachte auch: Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge: § C X. Z.B.
0 C {2,3}, aber 0 ¢ {2,3}.

1.6.4 Potenzmengen-Axiom, Fundierungs-Axiom

(Pot) Potenzmengen-Axiom. Die Teilmengen einer Menge bilden wieder
eine Menge, die Potenzmenge. P(X) ={Y |Y C X}

(Fund) Fundierungs-Axiom: Ist X # () eine Menge, so gibt es ein Element
a € X mit a N X = (). Folgerung: Es kommt nie vor, dass X € X.

Beispiel: (Potenzmengen-Axiom) X = {2,5,11}

P(z) = {{2,5},{2,11}, {5, 11}, {2}, {5}, {11}, {2, 5,11}, 0}

Die Anzahl der Elemente betrigt 2%.

Beweis durch Widerspruch (Fundierungs-Axiom):
Angenommen X ist eine Menge mit X € X. Betrachte {X}, nach (Fund) gilt
also X N{X} =0,dh X € X. (Widerspruch)

1.6.5 Infinitude-Axiom

(Inf) Es gibt unendliche Mengen. Genauer gesagt: N existiert. Noch
genauer: Es gibt eine Menge X # () mit folgender Eigenschaft: Ist
reXsoist zU{a}eX

1.6.6 Definition von N nach der Mengentheorie
Vorlesung

Vorsicht: Natiirlich stellen wir uns N nicht so vor; das ist die strenge men- 06.11.2003
gentheoretische Definition.

0

bu{0} = {0} = {0}

{0y U {{0}3} = {0,{0}} = {0, 1}
= {0.{0}} U {{0,{0}}} = {0,1,2}

I R
\

0lele2e3e...

1.6.7 Ersetzungs-Axiom, Auswahl-Axiom

(Ers) Ersetzungs-Axiom. Ist ¢(z,y) eine Vorschrift, die jeder Menge x
eine Menge y zuordnet, und ist X eine Menge, so auch {y | €
X und p(z,9)}.

(Ausw)  Auswahl-Axiom. Ist X eine Menge mit der Eigenschaft: Fiir alle
T,y € X,z # y gilt x Ny = 0, so gibt es eine Menge Z mit: Fiir
zeXistzNZ #0.

Hinweis: Manchmal werden die Grundlagen iiber die sogenannten Kategori-
entheorie aufgebaut (Algebra-Topologie).
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2 Die reellen Zahlen R und etwas Kombinatorik

2.1 Infimum und Supremum

Defnition: Ist A eine Teilmenge eines geordneten Korpers (z.B. A C R), so
heifit « die obere Schranke fiir A, falls ¢ < z fiir alle a € A gilt. Analog
definiert man untere Schranken.

Beispiel: A={zeR| -1<z<3}
Obere Schranken: 7,3,4
Untere Schranken: —5, —2, —1

Die kleinste obere Schranke heiffit Supremum, die grofite untere Schranke heifit
Infimum. Schreibe:

supA =2 <= 1z Supremum fiir A
inf B=2 <= 2z Infimum fiir B

In unserem Beispiel A={z € R| —1 <z <3} ist supA=3und inf A =—1.
Falls infAe€ A schreibe inf A =minA
Falls supA € A schreibe sup A =maxA

Die Menge A im Beispiel hat ein Minimum (—1) aber kein Maximum.

Beispiel: Setze B={qe€ Q|q¢* <2}

Diese Menge B hat obere Schranken in Q (z.B. 5). In dieser Menge Q gibt es
kein Supremum fiir B. Dagegen gibt es in R natiirlich ein Supremum, namlich
die irrationale Zahl /2. Das ist viel besser!

(Vollst)  Ist A eine Menge der rellen Zahlen, die eine obere (untere) Schran-
ke hat, dann hat A ein Supremum (Infimum) in R. Man sagt, R
ist vollstandig.

Satz: Jeder angeordnete Korper, der in diesem Sinne vollstdndig ist, ist zu R
isomorph (sieht genauso aus wie R).

2.2 Die Fibonacci-Zahlen
Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert wie folgt:

f():oa fl :17 und f7l+2:fn+fn+l :>O717172a37578a137"'

Definition §2.1

Satz §2.2

Definition §2.3



2 DIE REELLEN ZAHLEN R UND ETWAS KOMBINATORIK 9

2.3 Kombinatorische Formeln
2.3.1 Elemente der Potenzmenge

Ist A eine n-elementige Menge, so hat P(A) 2™ Elemente.

Beweis: Induktion nach n

LA, n=0 A=0 P0) = {0} 20 =1 = stimmt
n=1 A={a} P(A)={0,{a}} 2'=2= stimmt

I.S. A= {a} N B, wobei a ¢ B ist. A habe n + 1 Elemente. Also hat
B n Elemente. P(B) hat 2™ Elemente. Sei X C A. Ist a ¢ X so
ist X C B, solche Mengen gibt es 2™ Stiick.

Ist a € X betrachte Y = X \ {a} C B, davon gibt es auch 2"
Stiick. (Beachte: X =Y N {a})

Zusammen: 27 + 2" = 271 Stijck. ]

Schreibe #A = Anzahl der Elemente von A
Wir haben gezeigt: #4 = n = #P(A) = 2"

2.3.2 Der Binomialkoeffizient

Fiir £ < n ist die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge der Binomialkoeffizient.

(1) = w6

Beweis durch Induktion nach n:
LA. n=0 0Ch () =gm=1

LS. Sei X C A k-elementig. Ist a ¢ X, so ist X C B, solche X gibt es
also (}) Stiick.

Ist k € X, soist X\ {a} C B eine k — 1-elementige Teilmenge von
B. Solche Mengen gibt es (,",) Stiick.

Insgesamt sind es also (}) + (,",) = ("Zl) Stiick. O

m
Schreibweise: Sind ag, a1, ..., a,, Zahlen. Schreibe ag+a1+...+a, = > ag
k=0

2.3.3 Binomischer Lehrsatz
Es gilt fiir alle n € N und alle Zahlen a, b

(a+b)" = Xn: (Z) ankpk

k=0

Beweis durch Induktion. Die Formel ist richtig flir n =0, n =1 und n = 2.

Satz §2.4

Satz §2.5

Satz §2.6
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LS. (a+b)"t = (a+b -(a+0b)
a™" kb’“) (a+b)
n+1 kbk) + Xn: (Z)an—kbk—‘ﬂ
k=0

an+1+ Z ( ) 7L—kbk+1+bn+1

M:EMs

(£t
- (Eo

k=

(=)

n+1
E (ﬂ;rl)an—&-l—kbk 0
k=0

2.3.4 Geometrische Summe

Seixz#1
" 1— gt
Zxk:1+m+x2+x3+...+x":7
k=0

1—2x

Beweis:
n+1

k=0 k=0 k=1

2.3.5 Archimedisches Prinzip

( zu jedem r € R gibt eseinn € Nmit r < n
(ii) zu allen r,s € R mit s > 0 gibt es n € N mit sn > r
(iil) zuallenr,sERmitr<sgibtesnENmitr—i—%<s

Beweis:

(i)  Widerspruchsbeweis:

Sonst gébe es ein r € R mit » > n fiir alle n € N, das heifit r ist
eine obere Schranke fiir N. Setze ro = sup N, also gibt es ein n € N
mit 79 — 1 < n, das heiit 7o < n+ 1 < n + 2. Ein Widerspruch.
Also gilt (i).

(ii) Wéhlen >

2.3.6 Bernoulli’sche Ungleichung
Fiir > —1 und n € N gilt stets (1 + )" > 1 + nz.

Beweis: Induktion nach n:

LA. n=0 1+z2)°>14+0=1>1
n=1 A+l >1+rel+>1+2
IS. n—n+1
1+2)"" = Q4+2)"(1+2z)>1+nz)(1+2)
= l4+nz+o+na®>1+a(n+1)
=~
>0

10

Satz §2.7

Satz §2.8

Satz §2.9
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3 Folgen und Reihen

3.1 Folgen
Definition: Eine Folge von (reellen) Zahlen ist eine Abbildung, die jeder
natiirlichen Zahl n ein Folgeglied a,, zuordnet.

Schreibe: (an),cy

3.1.1 Grenzwert oder Limes

Eine Zahl a heift Grenzwert oder Limes der Folge (a,,) wenn folgendes

gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N = N, € N, so dass fiir alle £k > N gilt:

neN?

lap —al<e

Wir schreiben dann lim a,, = a und sagen: Die Folge a,, konvergiert gegen a.

n—oo

Beispiel:
(i) ap=n
(i) by = { 1 falls n gerade ist
" —1 falls n ungerade ist
(iil) ¢p=co (konstante Folge)
(iv) dp=21,dy=1

v

Grenzwerte:
(i) (an),ey konvergiert nicht.
(ii)  (bn), ey konvergiert nicht.
(iii)  (cn),ey konvergiert gegen lim ¢, = co
(iv)  (dn), ey konvergiert gegen lim d,, =0
Warum? Sei £ > 0 gegeben. Wir wollen also | dp — 0 |< ¢, + <&,
also ist é < k gesucht.
Nach dem Archimedischen Prinzip finden wir N € N mit % < N.Firk >N
gilt damit k > L, folglich dj, = } <.

Mit anderen Worten: | d — 0 |< € fiir K > N.

3.1.2 Hiufungspunkte

Eine Zahl a heift Hiufungspunkt der Folge (a,,)
Menge {k € N| | ax — a |< ¢} unendlich ist.

nen falls fir jedes e > 0 die

Offensichtlich ist jeder Grenzwert ein Haufungspunkt.

Beachte: Jeder Grenzwert ist ein Haufungspunkt, aber im Allgemeinen ist
ein Haufungspunkt nicht notwendig ein Grenzwert.

1 falls n gerade ist

Beispiel: b, = { —1 falls n ungerade ist

Diese Folge hat zwei Haufungspunkte (1 und —1), aber keinen Grenzwert.

Definition §3.1

Definition §3.2

Vorlesung
13.11.2003
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3.1.3 Konvergenz und Hiufungspunkte

Satz: Eine konvergente Folge hat genau einen Hiufungspunkt.

Beweis: Sei (a),y konvergent, lim a, = a. Sei b # a. Wir zeigen, dass b
kein Haufungspunkt ist. Sei ¢ = |b*T“‘ > 0. Wihle N. so, dass fiir alle k > N,
gilt: |ax — a| < e. Damit gilt
b—ar|=|b—a+a—ar| >||b—a|—|a—ai|| > €
—_—— ———
=2e <e
Also ist {k € N||b— ai| < e} endlich, das heifit b ist kein Héufungspunkt. O

Insbesondere hat eine konvergente Folge genau einen Grenzwert.

3.1.4 Beschrinkte Folgen

Eine Folge (an),, oy heifit beschrénkt, wenn es ein 7 € R gibt, so dass |ax| <7
fiir alle k € N (d.h. —r < ay < 7).

Satz: Jede konvergente Folge ist beschrénkt.

Beweis: Sei (ay,) konvergent, lim a, = a fiir ¢ = 1 gibt es also N. mit
n—oo

neN
k2N5:$|afak|<1.

Setze s = max{|ag|, |a1], ..., |an.|, |a|}. Fur alle k gilt dann |ax| < s+ 1. O
Satz: Sind (an), ey und (bn ),y konvergent,
lim a, = a, lim b, =b

dann sind (an +bn)nen, (an  bn)nen, (¢ an)nen (mit ¢ € R beliebig) konvergent,
und

lim (ap, +b,) =a+b, lim (a,-b,)=ab, lim (c-a,)=-ca

n—oo n—oo n—oo
Beweis fiir (a,, + by )nen: Sei € > 0 gegeben. Es gibt Ny, Ny € N mit:

k2N1:>\ak—a|<%
k> Ny = |bp—b| < £

Setze N = max{Ny, No}. Dann gilt fiir k > N:
|(ax +bx) — (a+b)| < |ax —al +|bp —b] <€

Beweis fiir (ay, - by )nen: Beide Folgen sind beschriinkt, also gibt es k € R mit
lak], |br| < k fiir alle k € N.

Sei € > 0. Wihle N1, Ns so, dass gilt:

k>N = \ak — a| < ﬁ (OBdA k> 0)
k> Ny = |bp —b| < 5z (Setze N = max{Ny, Na})

Satz §3.3

Definition §3.4

Satz §3.5

Satz §3.6
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Fir £ > N gilt:

|ak-bk—a-b\ = \ak(bk—b)+b(a;€—a)|
|ak| |b — b+ |ak, —al |b] <e
—_——— ———

IA

<k <$ <£ <k

13

Beweis fiir (c-ay,)nen: Diese Behauptung folgt mit (b,),, .y = ¢ (konstante Folge)

aus der vorigen Behauptung.

O

Satz: Ist ay # 0 fiir alle £ € N, und gilt lim a,, = a # 0, so konvergiert die

Folge ((5),,),,cy 8egen .

Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben. Withle N so, dass gilt: k > N = |ax —al < #,
Dann gilt |ag — a| < %, la| — |ak| < |ax —a] < L;‘ = l%l <lak]-

it | L _ 1| = |azax| — Joa—axl lal’e _ Jaje lak| _
Dannist |20 = 3| = |G| = Texlal < FTaTTal = 2Tl < Sfaul = &
Beispiel:
I nP2+2L+%) 24214+ %
n = = =
nd+1 n3(1+ %) 1+ -5
lim a, = 2
n—oo

Denn: (2 + 2% + L

) )neN konvergiert, (1 + n—lg)n N konvergiert auch

— (%) konvergiert,.
1+$ neN

Damit konvergiert ( 1 ) (2 + 2% + #)

1+
3.1.5 Monotonie
Eine Folge (an),cy

(079 S an+1 (an < an+1)

Analog definiert man (streng) monoton fallende Folgen.

Satz: Eine monoton beschrinkte Folge konvergiert.

Beweis: Sei (ay),,c monoton wachsend und beschrénkt.

lal
=

heifit (streng) monoton steigend falls fiir alle n gilt:

O

Sei a = sup{ay, | k € N}. Fiir alle k gilt also ap < a. Zu jedem € > 0 gibt es ein
N mit ay > a — e. Weiter gilt natiirlich fiir alle £ € N, dass a < a 4+ ¢. Fur
k> N gilt ap > a — ¢, weil a; > ay (denn die Folge ist monoton). Fiir k > N

gilt also a — e < ar < a + ¢, das heif3t:
la —ag| <e

Fiir fallende Folgen nimmt man das Infimum.

Satz §3.7

Beispiel §3.8

Definition §3.9

Satz §3.10
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Beispiel: a9 =0, a,11 =6+ an, (rekursiv definiert).

Die Folge ist (a) beschrankt und (b) monoton, also konvergent.

(a) |ao] <3,1ist a, < 3,50 a,41 < 3, die Folge ist beschrinkt.
(b) a0:0,a1:\/6>a0

ant1 = V0 +an > 06+ an_1 =ay,

= monoton, denn 0 <z <y <0<z < /Yy

3.1.6 Divergenz

Eine Folge, die nicht konvergent ist, heiit divergent. Wenn es zu jedem r € R
ein N, € N gibt mit k£ > N,. = ax > r schreiben wir:

lim a, = c©
a— 00
Gibt es zu jedem r € R ein N, mit k£ > N,. = ay < r schreiben wir:

lim a, = —©
a— 00

3.1.7 Teilfolgen

Ist (an),cy eine Folge, und ist (ny),y eine Folge natiirlicher Zahlen (N) mit
no <nyp < ng < ..., dann heifit (a,j),cy eine Teilfolge von (a,),, -

Beispiel:

ng =4k  (an),cy ist Teilfolge von sich selbst.
ng = Qk (azk)keN
Satz: Ist a ein Hiaufungspunkt der Folge (a,) so gibt es eine Teilfolge
(@ng) ey, die gegen a konvergiert.

neN?

Beweis: Setze ng = 0 und definiere ny rekursiv wie folgt: Zu ¢ = 1_+k gibt es
unendlich viele Folgenglieder a; mit I > ny; und | a; — a |< €. Setze ng1q = I,
n,,,, = a;. Diese Teilfolge tut’s. O

Satz: (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrénkte Folge hat mindestens einen Héu-
fungspunkt.

Beweis: Sei (ay,),, oy beschrinkt. Sei ¢ = inf{a, | n € N}, d = sup{a, | n € N}.
Setze M = {x € R| es gibt N € N mit a, < z fiir alle k¥ > N}. Offensichtlich
ist d € M, also M # (). Sei a = inf M. Behauptung: a ist ein Hiufungspunkt.

Fiir jedes € > 0 gilt: Es gibt nur endlich viele k mit ar > a + . Weiter gilt:
a — € < ay, fiir unendlich viele k& € N. Also gilt | a — ay, |< € fiir unendlich viele
k, das heifit a ist ein Haufungspunkt. O

Der grofite Haufungspunkt solch einer Folge heif3t limes superior, lim sup a.,,
n—oo

der kleinste Haufungspunkt heifit limes inferior, lim inf a,,.

n—oo

Beispiel §3.11

Vorlesung

17.11.2003
Definition §3.12

Definition §3.13

Satz §3.14

Satz §3.15
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3.1.8 Hilfsregeln zur Konvergenz
Bemerkung

Die folgenden Kriterien an eine Folge (a,,),, oy sind dquivalent: §3.16

(i) (an),ey konvergiert, nh—>néo an =a

(ii) Es gibt ein k£ € R so, dass es zu jedem € > 0 ein N, gibt mit:
I>N.=la—aq |<k-e

(iii) Es gibt k € R so, dass es zu jedem m € N, m > 0 ein N,,, gibt
mit: [ > Ny, = a—a |[<k- L.

Beweis:
(i) = (ii) und (ii) = (iii) sind klar. Wir zeigen (iii) = (i):

Sei ¢ > 0, dann gibt es m € N mit € > k- - (Archimedisches Prinzip), also
la—a|<k L <e

3.1.9 Cauchy-Folge oder Fundamental-Folge
Definition §3.17

FEine Folge heifit Cauchy-Folge oder Fundamental-Folge wenn eine der bei-
den folgenden, gleichwertigen Bedingungen erfiillt ist:

(i) Zu jedem e > 0 gibt es ein N, € N so, dass fiir alle k, [ > N, gilt:
lar —ai] < e.

(ii) Zu jedem & > 0 gibt es ein N. € N so, dass fiir alle kK > N, gilt:
lar — aNE| <e.

Warum sind (i) und (ii) gleichwertig? Klar: (i) = (ii) mit [ = N-..
Wieso (i) = (1)? Fir k, I > N gilt

lar — ai] = |lax —an. +an. —ai| < lag —an_ |+ |a; —an.| < 2e

Satz §3.18
Satz: Fiir eine Folge (a,), oy reeller Zahlen sind dquivalent:

(i) (an),ey ist konvergent.
(ii)  (an),ey ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: (i) = (ii) Sei lim a, = a. Zu € > 0 wihle N, € N mit: Fir £ > N, gilt
n—oo

| a —ay |< 5. Dann gilt fiir k, [ > N.: | ap —ap |[=| ax —a+a—a; [<| ap —a |

+la—al<e.

Beweis: (ii) = (i)

Wir nehmen an, (an), oy ist eine Cauchy-Folge. Wir zeigen zuerst, die Folge

ist beschrinkt: Zu ¢ = 1 gibt es Ny mit | ap — an, |< 1 fiir & > Nj. Setze

r = max{|ao|, |a1|,...,]an, |} + 1. Dann gilt fiir alle k& |a| < r.

Nach Bolzano-Weierstrass gibt es einen Haufungspunkt a von (ay),cy. Zeige
jetzt lim a, = a. Sei € > 0, wihle N. € N so, dass | ax — a; |< § fiir alle F,

n—oo
I > N.. Weil a ein Hiufungspunkt ist, gibt es m € N mit | a,,, — a |< &, mit
m > N.. Fir k > N, gilt dann:

la—ag |=la—am+am—ar|<|a—am|+|am—ar|<e
—_— ———

< <

[
(M)
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3.2 Reihen
Vorlesung
Aus einer Folge (an),,cy konstruieren wir eine neue Folge (s,), cy durch 20.11.2003
n Definition §3.19
sp = . ai. Diese Folgenglieder heien Partialsummen, die Folge (s),cy

k=0
heifit Reihe. Schreibe symbolisch:

o0
(Sn)pen = Z n
n=0

Falls diese Reihe konvergiert, lim s, = s, schreibe
n—oo

oo
g ay, = 8
n=0

o0
Das Symbol > a, hat also zwei verschiedene Bedeutungen!
n=0

3.2.1 Die geometrische Reihe
Beispiel §3.20

[e.e]
Die geometrische Reihe: Y ¢*
k=0

o0
Fir ¢=1 = Y 1= divergiert die Reihe.
k=0

! l
Fir ¢#1 = wissen wir Y ¢F = 1_13; =g
k=0
. _ L
Fir [¢/ <1 = konvergiert das gegen t—

q
dann gilt lim |¢|' =0
l—o0

-1 1
Abbildung 5: Die geometrische Reihe

Warum? Schreibe ‘—é‘ =142 mit z > 0.

1+2)! >1+1 (Bernoulli) also |q]' < —L—. Fiir jedes & > 0 gibt es
ein N mit ﬁ < ¢ fiir I > N. (Archimedisches Prinzip), also |¢| < ¢ fiir
l>N:.= nlLII;O lg|™ = 0.

oo
Fiir [¢] < 1ist also ) ¢" = 1=
n=0

Fiir |g| > 1 ist die geometrische Reihe divergent.
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3.2.2 Die harmonische Reihe

o0

Die harmonische Reihe: Y i+ ist divergent.
k=1
Denn: 1+%+%+%+%+... > 1+%+2%+4%+... Das wird beliebig grofi!

Die Folge der Partialreihen ist also streng monoton und nicht beschrankt, also
divergiert die Reihe.

o0

Moral: Wenn ) a, konvergiert, dann muss (an),cy sicher eine Nullfolge sein,
n=0

lim a, = 0. Diese Bedingung alleine garantiert aber noch nicht die Konvergenz,

n—oo

wie wir an der harmonischen Reihe sehen.

Beispiel §3.21



4 KONVERGENZKRITERIEN FUR REIHEN 18

4 Konvergenzkriterien fiir Reihen

4.1 Das Leibnizkriterium

Satz §4.1
Ist (an),cy eine streng monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die Reihe
o
Z(_l)kak
k=0
Beweis: Betrachte
sa141 = (ap — a1) + (a2 —az) +... + (az — azq41)
—_———— —— —_———
>0 >0 >0
S21 = Gg — (al - az) - (as - a4) e (a2l—1 - azl)
———r —— [ ——
>0 >0 >0
Die Folge (s2;—1)en ist streng monoton wachsend. Die Folge (sg;)ien ist streng
monoton fallend.
Es gilt weiter: 0 < sg;11 < $9; < ag. Also konvergieren beide Folgen:
lim sg41 =35, limsy=t =s<t
l—o0 l—o0
o0
Da lim |sg1 — s91| = lim |ag 11| =0 gilt s =t = lim Y (—1)*ay.
l—o0 l—o0 l—o0
lg|' <e fir 1>N.
Beispiel §4.2

Beispiel: Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die alternierende harmo-
nische Reihe:

- 1
S (=)
k=1
Anderes Beispiel:

Z(l)kzlclJr 1 =3

k=0

4.2 Absolute Konvergenz

Definition §4.3

o0 o0
Eine Reihe ) a, heifit absolut konvergent falls > |a,| konvergiert.
n=0 n=0

Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent:

l m m m
Zak—zak = Z ag| < Z |a|
k=0 k=0 k=i+1 k=l+1
l m
= Z|ak|—2\ak\ (fiir I < m)
k=0 k=0

[e.e]
Das ist eine Cauchy-Folge, falls > |a,| konvergiert.
n=0
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Absolute Konvergenz = Konvergenz. Die Umkehrung ist falsch, denn die al-
ternierende harmonische Reihe konvergiert, die harmonische Reihe aber nicht.

Wir sagen, eine Eigenschaft trifft auf fast alle natiirlichen Zahlen zu, falls sie
nur auf endlich viele natiirlichen Zahlen nicht zutrifft.

4.3 Das Majorantenkriterium

Ist Z ¢, konvergent, und gilt |a,| < ¢, fiir fast alle n € N, dann ist E an
n=0

abbolut konvergent (insbesondere auch konvergent).

Beweis: Es gelte |an| < ¢, fiir fast alle n < N.

Damit Z lag| < Z ¢k, die rechte Seite konvergiert, also ist Z lag| be-
k=0
schrankt (und monoton), deswegen konvergent. ]

4.4 Das Quotientenkriterium

Ist a, # 0 fiir (fast) alle n, und gibt es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1, so, dass

An41
a

<q

fiir fast alle n, dann konvergiert die Reihe Y a, absolut.
n=0

Beweis:

also Z lan| < Z laolq™ < |aol Z q"
n=0 n=0

usw.,

Die rechte Seite ist eine geometrische Reihe, also konvergent. (]

4.5 Das Wurzelkriterium
Gibt es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1, so dass {/|ay| < ¢ fiir (fast) alle n, so konvergiert
die Reihe Y a, absolut.

n=0

Beweis: Wegen |a,| < ¢" gilt Z lan| < Z q" = —q wie beim Beweis des

Quotientenkriterium.

4.6 Der Verdichtungssatz von Cauchy
Ist a, > 0 fiir alle n, und ist (an),, en B monoton fallend, so konvergiert die Reihe

Z ap, genau dann, wenn die Reihe Z 2"agn konvergiert.
n=0 n=0

Satz §4.4

Satz §4.5

Vorlesung

24.11.2003
Satz §4.6

Satz §4.7
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n n
Beweis: Setze s, = 5. a, und t, = 3 2Faqx.
k=1 E=0
Fiir n < 2m+! gilt dann

S, = ai+as—+...4+ay
= a1+ (az +a3) + (as + a5 + ag + ar)
+...4 (agm +agmig + ...+ agmi1 — 1)
< ay+2as+4ag+ ...+ 2"agm =ty

Wenn (t,,),,cn konvergiert, so ist (sy),y monoton wachsend und beschrinkt,
also konvergent.

Andersrum: Wenn n > 2™ %! dann gilt entsprechend:

Sn a1+ az+ (as +aq) + (a5 +ag + a7 +ag) + ...

CL1+CL2+2GJ4+40J8+...
1 +1t
= —Qa —lm

271 " 2

VAR

Wenn also (sy),, .y konvergiert, so auch die Folge (%tm)meN, also auch (tm),,cn-

Beispiele

o0
e Fiir r > 1, r € R konvergiert die Reihe ) ni
n=1

Beweis (Verdichtungssatz): Betrachte

> (2,1)T = Y ¢" mit ¢ = 27" < 1, das konvergiert (geom. Reihe).
n=0 n=0

o)
e Die Reihe Y. n?27" konvergiert.
n=0

Beweis (Quotientenkriterium):

26—(n+1) 2 2 2
= EEIC SO IR B

n2o—n

fir n > 3.

4.7 Die Exponentialreihe

o0
Fiir jedes z € R konvergiert die Reihe Y 2" = exp(z) absolut.
k=0
Beweis (Quotientenkriterium):

k+1
x k! _ 1 1
F (k+1)!’ =zl <5 <1

falls 2|z| < k + 1. Fiir solche k kénnen wir das Quotientenkriterium anwenden.

Beispiele §4.8

Satz §4.9
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4.8 g-adische Entwicklung von Zahlen

Wir stellen und reelle Zahlen als Dezimalbriiche vor, z.B:
V2 =1,414213... (10-adische Entwicklung)

Andere g (z.B. g = 2 oder g = 16) sind als Basen in der Informatik relevant.

Seig €N, g > 2,seil € Zund sei (an),y eine Folge mit a,, € {0,1,2,...,9—1}
fiir alle n. Betrachte die Reihe:

%) %) 1
D ang " =9') an—
n=0 n=0

g’ﬂ

Diese Reihe konvergiert absolut, denn

— —n - —nN 1
g <Y (g-Dglg " =(9-Dg'
n=0 n=0 g
Fira= ), a,g'~™ schreibe: a @ o Qp 5 Q41 -
n=0
(9)
bzw. a £ 0, 0---0 agay--- (falls [ < 0)
a—l1
Cs 1. 1 1 6 6 6 (10)
Beispiel (9 =10): 5 = 15 + 155 + 1065 + o005 + - = 0,1666...

6 1

|)—A

Mgmw

11 6 .1 _ 1,6 10_1
Denn: § = 15 + +t 100 1T =10 T10 9 — 6

=, 100 " 10 10 —
Satz: Ist a < 0 eine reelle Zahl, so gibt es eine Folge (ay ),y mit
an €{0,...,9g— 1} und ein [ € Z, mit ag # 0, so dass
- (9)
a= Z angt ™™ Schreibe: a % ag- - ap y 41 -
n=0
Beweis: Ein Algorithmus. Fiir r € R sei:
|r] =max{n € Z |n <r}
1. Setze [ =min{k€Z|g"* >a}
Dann gilt also ¢!t > a > ¢!
2. Setze ag=la- g’lJ so=aog' <a
ar = [(a—so) - g~ 1 = agg' + arg—?
ap = [(a—sk-1)g~ "] sk =aog' +arg + .. 4 argF

Fiir a = 0 schreibe a (2 0

Fiir a < 0 schreibe a @ —ag aq ...

Diese Darstellung zur Basis g ist nicht immer eindeutig, z.B. wissen wir aus der
Schule, dass 1 = 0,9 = 0,999.. ., denn:

Beispiel §4.10

Vorlesung
27.11.2003
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9 9 9 >
. = e T T o 10°%) -1
0,999 5+ 706 " To00 + 9((20 0 ) )

() o)
1- 4 9

Die Darstellung wird eindeutig, wenn man verlangt, dass nicht fast alle Ziffern
= g — 1 sein diirfen.

. . . _ _ 1
Beispiel: ¢g=2,a=3
Bestimme I: 27271 > % >272 —=-2
— ~—~

z 1
2 1
aO:Ll4J:1 80:%
QQZL(g—%'mJ:O 52:15+1_1(3:1_5%
a3:L(§*1_6)‘32J:0 53 = 15
Also: % @0,01010101...

o0 o0
. —k_ 1 _ 4 _ 1 —k_ 1
Denn: k§704 =11 _5_1—'—5:}1;714 =3
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5 Stetigkeit von Funktionen

5.1 Abbildungen
Sind X und Y Mengen, dann ist eine Abbildung f von X nach Y eine Vor-
schrift, die jedem x € X ein Element y = f(z) € Y zuordnet. Schreibweise:
f:XHYoderXLYoderfo(x):y
Formal im Rahmen der Mengenlehre: f ist eine Menge von Paaren
={(@.9) ] @) =4}
so dass fiir jedes € X genau ein Paar (z,y) mit y € Y existiert.

Mit anderen Worten: Abbildungen sind Schaubilder oder Graphen.

Beispiele

e Identische Abbildung oder Identitét:
idy: X — Y firX=Y,z—u=x

¢ Reelle Funktionen:
ffX—YfirX=R=Y

e Absolutbetrag:
[ R— R,z |z

e Polynomfunktion:

pR — R,z — ag+ a1z + axx® + - - - + apz® fir ag,...,an €R

e Konstante Abbildung:
[ R— R,z cfiir c € R (fest)
e Charakteristische Abbildung der Menge A C R
R R fiir 7 o 1 fallsae A
X4 Rl 0 fallsag A

5.2 Stetigkeit

Sei X C R eine Menge der reellen Zahlen (z.B. X = R) und f: X — R eine
Abbildung. Dann heifit f stetig, wenn folgendes gilt: Ist (z,,)nen eine Folge in
X (d.h. xp € X fiir alle k), die gegen x € X konvergiert, so gilt:

lim z, =2 = lim f(z,) = f(x)
n—oo n—o0

Beispiele
e r— x ist stetig

lim z, =2 = lim f(z,)=2= f(x)

n—oo n—oo

-1 fallsz<0 . . .
o f(x)= { 41 fallsz >0 ist nicht stetig.

Setze x,, = —%, also f(z,) = -1
lim —1 =0,f(0)=1 Ein Widerspruch.

n—oo

Definition §5.1

Definition §5.2
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5.3 Lipschitz-stetige Funktionen
Eine Funktion heifit lipschitz-stetig, wenn es ein L € R gibt mit:

|z —y|-L>|f(z)— fly)] fiir alle x,y im Definitionsbereich

Lemma §5.3
Lemma: Lipschitz-stetige Funktionen sind stetig.

Beweis: Sei (z,,)nen konvergent, lim z, = x.
n—oo

Also gilt:

|f(x) = flan)| < L- |z -,
—
Nullfolge

also ist (|f(x) — f(zn)|)nen eine Nullfolge,
mit anderen Worten: lim f(z,) = f(z) O

Beispiele
e Die Betragsfunktion x — |z| ist lipschitz-stetig mit L = 1
e Die konstante Abbildung ist lipschitz-stetig mit L = 0

e Ebenso ist die Identitét lipschitz-stetig mit L =1

5.4 Rationale Operationen auf Funktionen
Vorlesung

Sind f und g stetig, so auch die folgenden Funktionen: 01.12.2003
Satz §5.4

f+g = [z fl2) +9(z)]
frg = [z f2) 9(z)

c-f = [z c- f(x)] fir ein konstantes ¢ € R
Insbesondere sind alle Polynomfunktionen stetig:

p(z) = ap + a1x + asx® + - + apa”

Beweis: Seiz = lim z, und f(z) = lim f(z,), g(z) = lim g(z,).

n—oo n—oo n—0o0

Nach §3.6 gilt dann
f(x) + g(sr:) = nhﬂrgo (f(xn) + g(xn))

f(a;‘) g(x) = lim (f(xn) -g(xn))

n—oo

5.5 Ring der stetigen Funktionen
Fir X C R sei

Bemerkung §5.5

C(X,R)={f: X — R| f ist stetig }
die Menge (der Ring) der stetigen Funktionen auf X.
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5.6 Intervalle

Die folgenden Mengen bezeichnet man fiir alle a < b als Intervalle:

[a,b] = {ze€eR|a<z<b}
[a,b] = {reR|a<z<b}
Ja,b] = {zeR|a<z<b}
Ja,b] = {zeR|a<z<b}
[a,0] = {zeR|a<zx}
Ja,o] = {xeR|a<zx}
|—o0,a] = {xeR|z<a}
| —0,a] = {zeR|z<a}

5.7 Zwischenwertsatz

Sei J ein Intervall, sei f:J — R stetig, sei a,b € J mit f(a) < f(b). Zu jedem
y mit f(a) <y < f(b) gibt es ein  zwischen a und b mit f(z) = y.

Beweis: Wir betrachten nur den Fall f(a) < y < f(b) und nehmen an, dass
a < b ist (Der Fall b < a geht analog). Sei M = {z € [a,b] | f(z) < y}.

Da a € M, ist M # () und es existiert r = sup (M). Da r Supremum ist, gibt es
eine Folge (7,),,cy in M mit lim 7, = 7.

Dann gilt lim f(r,) = f(r) < y. Dar < b gibt es eine Folge (s,),, oy in |7, 0]
mit lim s, =r. (zB. s, =7+ 1), dann ist s, ¢ M, d.h. f(s,) > y, damit

n—oo

lim f(s,) > y. Damit folgt: f(r) = y. B

5.8 Umkehrfunktion

Sei J = [a,b]. Wenn f € C (J,R) streng monoton wachsend (s < t = f(s) < f(t)
fiir alle s,t € J) ist, dann hat f eine stetige Umkehrfunktion g, d.h.:

g(f(x)) == fiir alle x € J

Beweis: Fiir s # t folgt f(s) # f(t). Nach dem Zwischenwertsatz gibt es zu
jedem y zwischen f(a) und f(b) genau ein x € J mit f(x) = y. Das liefert

9(y) = =.

Warum ist g stetig? Angenommen lim y, = y. Zu zeigen: lim g(y,) = g(y).
n—oo

Setze g(y) =z, g(yn) = zn, d.h. y :n;”?;), Yn = f(xn). Zu zeigen: lim x,, = x.
Da (), ¢y beschrénkt ist, konnen wir Bolzano-Weierstrafl beng‘c;;. Wenn
lim z, # x wire, gibe es eine Teilfolge (1), cy, die gegen & # 2 konvergiert.
nD;;On gilt kli_)ngo flxng) = kh—>nolo In = f(Z).

Wegen nlLH;O Yyn = y gilt aber sicher klgr;o Ynp = Y, also ist f(&) =y = f(z) ein
Widerspruch, denn x # &, also f(z) # f(&). O

Definition §5.6

Satz §5.7

Folgerung §5.8
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Bemerkung: Ein entsprechender Satz gilt natiirlich fiir streng monoton fal-
lende stetige Funktionen.

Beispiel: X = [0,00[, n > 1,n € N.f(z) = 2™. Das ist stetig (Polynom)
und streng monoton. Fiir r > 0 gilt: 2™ + na" 1r 4 .- 47" > 2"

>0
Nach dem Satz gibt es auf jedem Intervall [a,b] eine Umkehrfunktion, also auf

ganz [0, oo. Fiir y = 2™ ist diese Umkehrfunktion g(y) = /5 = y/™ stetig.

5.9 Satz von Weierstraf}

Ist J = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall und ist f:J — R stetig, dann ist die
Menge f(J) = {f(z) | z € J} wieder ein abgeschlossenes Intervall f(J) = [c,d].

Insbesondere nimmt f ein Maximum und ein Minimum an, d.h. es gibt u € J
mit f(u) = c und es gibt v € J mit f(v) = d aber f(u) < f(x) < f(v) fiir alle
x € J.

Beweis: Angenommen f(J) ist nicht nach oben beschrinkt, d.h. es gibt Folgen
(Tn)pey in J mit lim f(z,,) = co. Nach Bolzano-Weierstrafl (§3.15) gibt es eine

Teilfolge (zny) ey und 2 = lim x,, € J. Da f stetig ist, folgt:
fla) = Jim fa,) = oo

Ein Widerspruch.
Sei d = sup f(J), dann gibt es eine Teilfolge (z,4);,cy mit

lim f(,,) = f(@) = lim f(r,)=d

k—o0

Ebenso verfihrt man mit ¢ = inf f(J). Nach dem Zwischenwertsatz (§5.7) ist
f(J) = [e,d]. Wir betrachten jetzt Folgen von Funktionen. In der Praxis sind
das Folgen, die ein Aproximationsproblem besser und besser 16sen.

5.10 Punktweise und gleichmiflige Konvergenz

Sei X C R. Ist fiir jedes n € N f,,;: X — R eine Abbildung, so heifit (f,)
Funktionenfolge.

neN

Wir sagen (fy), cn konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: X — R
falls fiir alle z € X gilt:
lim f(x) = f(z)

n—oo

Wir sagen (f,,),cn konvergiert gleichmifig gegen eine Funktion f: X — R
falls zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit |f,(z) — f(x)| < ¢ fiir alle x € X,
fir alle n > N,.

Gleichmiilige Konvergenz impliziert offensichtlich punktweise Konvegenz.

Vorlesung

04.12.2003
Satz §5.9

Definition §5.10
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Beispiel

X =100,1 folr) =2 firz=1git fo(z) =1" =1, fir 0 <z < 1 gilt
lim 2™ = 0 (vgl. §3.20), Die Folge (fn),y konvergiert punktweise gegen die

unstetige Funktion:
Fz) = 1 fallsz=1
=Y 0 falls 0 <z < 1
5.11 Stetigkeit und gleichmiflige Konvergenz

Konvergiert die Folge (fy), ¢y gleichmiBig gegen die Funktion f und sind alle
fn stetig so ist auch f stetig.

Beweis: Seix € X, (2,,),cy eine Folge in X mit lim z, = . Sei ¢ > 0. Dann

n—oo

gibt es ein m € N mit |fy,(u) — f(u)| < § fiir alle u € X.

Wiéhle N € N so, dass fiir n > N gilt: |fo,(2) — fin(zn)| < § (da fi, stetig ist)
Fiir n > N gilt also:

[f(@n) = f(@) = |f(zn) = fm@n) + fin(zn) = fin(2) + fm(2) — f(2)]
< f(@n) = fnlan)[ 4 [ fm(@n) = fn (@) + [fm(2) = f(2)]
c ELfLE .
-3 3 3~
also nh_)ngo flzn) = f(x) O

5.12 Grenzwert von rekursiv definierten Folgen

Ist f stetig, ist (a,),cy rekursiv definiert durch a,41 = f(a,) und konvergiert
(@n),en gegen a, soist a = lim a,y1 = lim f(a,) = f( lim a,) = f(a).
n—oo n—oo n—oo

Beispiel
Unt1 = V6 +an, ao=0 (vgl §3.11)  (an),y konvergiert, also gilt:
a= lim a, =v6+a >0

& d?=6+a
s d?—a—-6=0

1 1
&= azii\/i+6=3 (und —2)

Der Grenzwert der Folge a betrigt also 3, da die Folge streng monoton steigend
ist mit ag = 0.

5.13 Die Potenzreihe

Sei (an),cy eine Folge. Setze Py(x) = Z anx™. Das ist eine Folge stetiger

Funktionen. Diese Funktionenfolge heif3t Potenzrelhe Schreibe symbolisch:

(Pr)pen = Z anx"
n=0

Beispiel §5.11

Satz §5.12

Anwendung
§5.13

Definition §5.14
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5.14 Konvergenzradius

Satz §5.15
Sei (an),cy eine Folge, L = limsup {/|a,| (bzw. L = oo falls {/|a,| unbe-
schrinkt).
1 falls L#0
Setze R = 0 falls L =00
oo falls L=0
(o)
Die Reihe ) a,a™ konvergiert absolut fir |z| < R. Ist r < R, so konvergiert
n=0
die Funktionenfolge > a,z™ gleichméBig auf X = [—r,r] gegen eine stetige
n=0
Funktion, die wir ebenfalls mit > a,a™ bezeichnen.
n=0
R heit Konvergenzradius der Reihe > a,2".
n=0
Fiir |z| > R divergiert die Reihe ) anz™. Fiir || = R kann man keine allge-
n=0
meine Aussage treffen.
Beweis: Wir betrachten den Fall 0 < L < co. Dann ist {/|a,z™| < |z| {/|an]
Fiir |z| < 1 gilt also: Es gibt ein ¢ < 1 mit {/|a,z"| < ¢ fiir fast alle n.
Denn hmbup Yanan| < |a:\hmbup Ylan| =lz|- L <1
Nach dem Wurzelkrlterlum (§4 6) konvergiert die Reihe absolut.
Weiter ist Z lan| - 7™ = > (/]an|r)™ eine Majorante fiir |z| < r, die gar
nicht von x abhangt daraus folgt die gleichmiBige Konvergenz auf [—r,r]. O
~ Beispiel §5.16
Beispiel: Die Exponentialfunktion exp (z) = > %x" ist stetig. Die Expo-
n=0
nentialreihe konvergiert auf jedem Intervall [—r, r] gleichmé&Big gegen exp (z).
1
L={/—=0
n!
5.15 Potenzreihen mit Entwicklungspunkt
Bemerkung
Manchmal betrachtet man Reihen der Form: §5.17

Z an(x —2,)" fiir festes z, € R

Man spricht von Potenzreihen mit Entwicklungspunkt x(. Die Theorie ist
die gleiche wie oben (ersetze z = x — xg)

Z an(z — 29)" konvergiert absolut auf |—R 4 zg, R + zg|
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5.16 Das Cauchy-Produkt

Hilfssatz §5.18

o0 o0
Wenn > a, und ) b, absolut konvergieren, so konvergiert auch das Cauchy-
n=0 n=0

Produkt Y ¢, (absolut) gegen a - b mit:

n=0

n
Cn = agbn + a1bp_1 + agbp_o + -+ anby = Z arbn—x
k=0

Der Beweis ist einfach, aber ldnglich (siehe Forster Analysis I §8.3).

<§:a"> <§:bn> = (apt+ar+as+--)bo+br+ba+--+)
n=0 n=0

apbo + agby + a1bg + azby + a1by + agby + - - -

5.17 Exponential- und Logarithmusfunktion

5.17.1 Die Exponentialfunktion

Vorlesung
Es gilt: 08.12.2003
Satz §5.19
(i) exp (0) = 1
.o _ 1
(ii) exp (=) = ;5
(ili) exp (z +y) = exp (z) exp (y)
Diese Eigenschaften sagen: exp ist ein Homomorphismus von der additiven
Gruppe der reellen Zahlen in die multiplikative Gruppe der reellen Zahlen.
Beweis: (i) ist klar. Fiir (iii) betrachte:
o0 o o0
1 n 1 n
Do\ ) = e
<n—0 n ) (n—O n ) n=0
mit ¢, = 3 jyat gyt = A 2 (0T = e )
-0 =0
also ¢, = X (z +y)" = exp (z) - exp (y) = exp (z + y)
Damit folgt fiir (ii): 1 = exp (0) = exp ( + (—z)) = exp (z) - exp (—x).
Also exp (=) = gos- O
5.17.2 Die Logarithmusfunktion
Satz §5.20

Die Exponentialfunktion ist streng monoton steigend, fiir jedes y > 0 gibt es
genau ein © € R mit y = exp (x). Setze = In (y). Dies ist die Logarithmus-
funktion In (natiirlicher Logarithmus), die fiir alle positiven Zahlen definiert
ist.

In:]0,00] — R
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exp (z)
In (x)

A

Abbildung 6: exp- und In-Funktion

5.17.3 Die eulersche Zahl
Man setzt exp (1) =1+1+ 3+ ¢+~ ~2,7

2 3

Beweis: Fiirr >0gilt exp(r) =147+ %+%+... > 1,
—_—
>0
also exp (z +r) = exp (x) - exp (1) > exp (x),
———
>1

also ist exp streng monoton steigend. Fiir x > 0 ist exp (z) > 0, also gilt
exp (z) > 0 fiir alle z € R.

5.17.4 Die Exponentialfunktion zur Basis a
Fiir alle n € N gilt: exp (n) = 1+n+%2+%3+- -+ > 14n,d.h. lim exp(n) = cc.

L also lim exp(—n)=0.

T+n°
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es zu jedem y > 0 ein « mit y = exp ().
Man setzt e = exp (1) ~ 2,7 und schreibt dann formal exp (z) = e*.

Weiter gilt: exp (—n) = exp (n) ' <

Fiir y,z > 0 gilt: In (yz) = In(y) + In (z). Fiir @ > 0 schreiben wir fiir z € R.
a® =exp(x-1lna)
e” =exp(z-lne)

5.17.5 Der Logarithmus zur Basis a

Fiir alle x € N gilt:

r o= 141414 +1
x mal
a® = exp((l4+14+1+4---+1)-Ina)

x mal

= exp(Ina)-exp(lna)---exp(lna)

x mal
p— a-a-a---a
—_——
x mal

d.h. wir haben die iibliche Potenzfunktion a — a™ auf ganz R erweitert.
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Offensichtlich gilt:
o aTtY) = g% . g¥
e a’=1
|

e a ¥ =—

Entsprechend definieren wir

1
lnaxzM fiir a,z >0
Ina
als Logarithmus zur Basis a
Beispiel
» 1na®™ nlna
In, a™ = = =n
Ina Ina
Iny 1024 = 10

5.17.6 Wachstum der Exponentialfunktion

Fiir jedes Polynom p(x) = ag + a1z + asa® + -+ + apa™ gilt lim epl) — oo

”Die FExponentialfunktion wdchst schneller als jedes Polynom.”

Beweis: Fir z > 1 gilt: [p(x)| < |ag+a1+az2+---+ay|-|2"|. Deshalb geniigt

es den Fall p(z) = 2" zu betrachten. klim %k(k) = oo fiir n fest.
— 00
k‘"+1 k) kn+11! 1 k
exp (k) > [CESE also ex% Z A DT RT = ()]

exp (—k)
k*‘n.

Ink =0

Ahnlich zeigt man lim = lim k" -exp(—k) =0 sowie lim 2% =
k— o0 k—o0 k—oo k

”Die Logarithmusfunktion wdchst langsamer als jede Wurzelfunktion.”

5.18 Hyperbolische Funktionen

Manchmal betrachtet man:

1
cosh (z) = i(e“" +e ) Cosinus hyperbolicus
. 1 _ . .
sinh (z) = i(e”” —e™ %) Sinus hyperbolicus

5.19 Trigonometrische Funktionen

cos (z) = HZZO(—l)”W
oo m2n+1
sin (z) = n;)(_mm

Mit dem Quotientenkriterium sieht man schnell, dass beide Reihen fiir alle z € R
konvergieren.

Satz §5.21

Definition §5.22
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Wie bei der Exponentialfunktion zeigt man:
e cos(0) =1
e sin(0) =0
e cos?z +sinx =1
e sin(x + y) = sin (x) cos (y) + cos (z) sin (y)

e cos(z +y) = cos (z) cos (y) — sin () sin (y)

Vorlesung
Man iiberlegt sich, dass fiir 0 < y < 3 gilt: 11.12.2003
x? 2 ot
02:173<cosx<175+1:04
1
ca ()
cos ()
ca()

Abbildung 7: Annéherung der cos-Funktion

Weil ¢; und ¢4 Nullstellen haben

(V2)=0, (V6 —-2V3)=0

hat auch cos eine Nullstelle (Zwischenwertsatz).

Diese Nullstelle liegt im Intervall [\/5, V6 — 2\/3} .

Wir definieren die Zahl 7 wie folgt: 7 ist die kleinste positive Nullstelle von cos .
Es gilt m = 3,14159...

Ahnlich zeigt man: Fiir 0 < = < 3 ist sinz > 0, insbesondere ist sing > 0,
folglich gilt: sin § =1

Mit den Additionstheoremen folgt nun:

sin (z + ) = cosx cos (v + 5) = —sinz
sin(z +7) = —sinx cos(z+m) = —cosx
sin (z 4+ 27) = sinz cos (x + 2w) = cosx
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6 Integration

Motivation: Wir wollen Flacheninhalte unter Kurven bestimmen.

/_\/ Approximation T
—

Abbildung 8: Integration

6.1 Beschrankte Funktionen

Sei X C R. Eine Funktion f: X — R heiflit beschrinkt, wenn es eine Zahl
K € R gibt, so dass |f(x)| < K fiir alle z € X. Die Menge aller beschréinkten

Funktionen auf X
{f: X — R| f ist beschréinkt}

heiit B (X, R) (Set of bounded functions).

Beispiel

e X =10,00[, f(x):%
f ist nicht beschrankt.

1

Abbildung 9: Hyperbel

e Dagegen ist z.B. |sin(x)| < 1 fiir alle z, also ist sin beschrinkt.

e X =[5, fl)=;
Fiir 1 < o <5 gilt sicherlich [1| < 1, d.h. auf dem Intervall [1,5] ist die
Funktion f(z) = 1 beschrénkt.

Rationale Operationen auf beschrinkte Funktion
Sind f,¢g € B(X,R) und ¢ € R, so definieren wir:
(f+9)(=) = f(z)+g(x) e BX,R)

(cf)(x) = c-f(z) e B(X,R)
(f-9)=@) = f(z) g(x) e B(X,R)

Definition §6.1
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Beweis: Fiir alle z € X gelte: |f(z)| < K, |g(z)] < L fiir gewisse K, L € R
Dann gilt also:

[f(@) +g@)] < [f(@)]+]g(z) <K+ L

lef(@)] = e [f(@)] <le] - |K]
((f9)@) = [f(x)-g(z)| <K-L

Vorlesung
Lemma: Die Menge B (X,R) der beschrénkten Funktionen auf X ist ein re- 15.12.2003
eller Vektorraum, d.h. fiir alle f,g,h € B (X,R) gilt: Lemma §6.2

o (frg)+h=f+g+h=[+(g+h)

e f+g=g+f

o f+(—1)f =0 (dabei steht 0 fiir die Nullfunktion = — 0)
sowie fiir alle ¢,d € R und f,g € B (X,R) gilt stets:

e cf +dg € B(X,R)

o (c+d)f=cf+df

o c(f+g)=cf+cg

o (cd)f = cdf = c(df)

B (X,R) ist ein Ring (zum Kérper fehlt nur das multiplikative Inverse), denn
f(z) - g(x) = 1 hat keine Losung falls f eine Nullstelle hat.

Bemerkung §6.3
Bemerkung: Ist X = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall und f: X — R

stetig, so gilt durch den Satz von Weierstrafl, dass f beschrankt ist, also:
C ([a,],R) € B([a,0],R)
Eine beschriankte Funktion ist nicht notwendig stetig.

£:00,2] — R, f(z)=0fir0<z<1, f(z)=1firl<z<2

6.2 Supremumsnorm
Satz §6.4
Fiir f € B(X,R) definieren wir die Supremumsnorm:

Il =sup{|f(z)| |[re X} = [[f][>0
Dann gilt:
() [Ifl| =0 f(z) =0 firalleze X
Gi) |lc- fIl = |c| - [|fIl fiir alle c € R und f € B (X,R)
(i) |If +gll < IIfI| +[lgll fiir alle f,g € B(X,R)
Beweis: (i) ist klar.
Zu (ii) und (iii): Es gilt: [c- f(z)[ =[] - | f(2)] also |[c- fI| = |e| - [[f]].

)
Wegen [f(z) +g(z)| < |f(@)] +g(z)| < ||f]] + [gl| fir alle z € X,
also [|f + g|| = sup{|f(z) + g(z)| [ x € X} <[ f][ +lg]]- 0
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6.3 Cauchy-Funktionenfolge

Eine Funktionenfolge (fy),cy in B (X,R) heit Cauchy-Folge, falls zu jedem
e > 0ein N € N existiert mit dem fiir alle I, m > N gilt: ||f; — fm|| < ¢

Eine Folge (fy,)

die Bedingung sagt genau, dass (fy), cy gleichméBig gegen f konvergiert (vgl.
§5.10). f, konvergiert also gegen f.

nen konvergiert gegen f in B (X, R) falls nh_)n;O llfrn — fll = 0,

Fiir alle € > 0 existiert N € N, so dass fiir alle n > N und z € X gilt:
|fu(z) — f(2)| < &, also gilt

sup {|fn(z) — f(z)| |z € X} <& also lfn— fll<e

Satz: Ist (fy),cy eine Cauchy-Folge in B (X,R), dann gibt es f € B(X,R)
mit lim ||f, — f]| = 0. Schreibe:

Beweis: Da |fi(z) — fm(x)| < ||fi — fml] fur alle x € X gilt, ist die Folge
(fn)pen eine Cauchy-Folge in R.
Setze f(x) = lim f,(x) fiir alle 2 € X. (f,),y konvergiert gleichméfig gegen
f. Sei € > 0, dann existiert N € N, so dass fiir alle z € X und I,m > N gilt:
lfi(x)—fm(2)] <€, f(z)= llim fi(z) also gilt: | f(x) — fo(x)] < e firallexr € X
also gilt: ||f — fn]l < € fiir alle n > N, also gilt:

Tim [1f ~ full =0
Warum gilt f € B(X,R)?
Zu € > 0 gibt es ein N € N, so dass fiir alle m > N und x € X gilt:

|f(2) = fm(z)| <e

Wiéhle m > N fest. f, ist beschrénkt, d.h. es gibt ein K € R mit |f,(z)| < K
fiir alle z € X.

[f@) = [f(2) = fm(@) + fn (@) < [f(2) = frm(@)| + [fm(2)] <€+ K 0
6.4 Banachraum

Ein reeller Vektorraum heifit normiert, wenn es eine Abbildung || - |[:V — R
gibt mit:

o |[z]| >0 und ||z|]| =0 2=0 firallexzeV
o |lcz|| =|c| - ||z||] firalleceR, zeV
o [z +yll <llzll +lyll fiir alle z,y € V

Ein normierter Raum heifit Banachraum, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.
Nach §6.6 ist B (X, R) ein Banachraum.

Definition §6.5

Satz §6.6

Bemerkung §6.7
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Bemerkung: Wenn X = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall ist, so gilt:
C(X,R)CB(X,R) (vgl §6.3)

Nach §6.6 gilt: Wenn (f,,),, oy eine Cauchy-Folge in C (X, R) ist, so ist
f = lim f, stetig nach §5.12.

Mit anderen Worten: Ist X = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall, dann ist
C (X,R) mit der Supremumsnorm || — || ein Banachraum.

Fiir den Rest dieses Kapitels nehmen wir an, dass X = [a, b] ein abgeschlossenes
Intervall ist.

6.5 Zerlegungen

Eine Menge {a = sg < 51 < -+ < s = b} heiit Zerlegung von X = [a,b] der
Lénge k.

Abbildung 10: Zerlegung

Eine Zerlegung Z; = {a = sy < 1 < -+ < s = b} wird von einer Zerlegung
Zy ={a=1ty <ty <---<t;=b} verfeinert, wenn gilt: 7, C Z5

Sind Z;, Z5 Zerlegungen, so offensichtlich auch Z3 = Z; U Z5 und es gilt:

Zl QZ?, und ZQ §Z3

6.6 Stufenfunktionen

Ist Z = {s9 < 81 < -+ < si} eine Zerlegung von X und ¢;...cg,dy...d; € R,
so heifit die Abbildung

. . e fallsz =5y
f'X%letf(x)_{dk falls s < < spy1

Stufenfunktion/Treppenfunktion beziiglich Z. Stufenfunktionen sind offen-
sichtlich beschrénkt.

Abbildung 11: Stufenfunktion

Ist f eine Stufenfunktion bzgl. einer Zerlegung Z; und ist Z, eine Zerlegung von
X und Z; C Z,, so ist f auch eine Stufenfunktion bzgl. Z5.

Bemerkung §6.8

Definition §6.9
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Die Menge Step (X, R) aller Stufenfunktionen ist aber ein Untervektorraum vom
Raum der beschrinkten Funktionen B (X, R), damit ist f Stufenfunktion bzgl.
Z7, g Stufenfunktion bzgl. Z5, also sind f und g Stufenfunktionen bzgl. Z =
Z1 U Zy, also ist auch f + g eine Stufenfunktion bzgl. Z und c- f Stufenfunktion
bzgl. Z;.

6.7 Das Integral

Definition
Das Integral einer Stufenfunktion f € Step (X, R) bzgl. einer Zerlegung §6.10
Z ={sp < s1 < sz <--- < s} ist definiert als:
b k k S1+ s
1+ 81-1
[ =3 = v (12)
=1 =1
d2(82 — 81)
do i
dy ] Sa 83
Slo S1
d3 T
ds(s3 — s2)
Abbildung 12: Stufenfunktion
Achtung: Flichen unterhalb der x-Achse werden negativ gezéhlt.
Lemma: Ist f Stufenfunktion bzgl. Z; und Z5 eine Verfeinerung von Z; mit Vorlesung
Zi={so<s1<--<s}, Za={to<t1 < -+ <tm}, Z1 C Zs so gilt: 18.12.2003
Lemma §6.11
l m
Sk + Sk—1 e+ th—1
Do) (5] = St (52

Das heifit der Ausdruck f; f(z) dx hiingt nicht von der gewihlten Zerlegung ab.

Beweis: Induktion nach m —1

Fir m =1 ist Z1 = Z2.

Fir m =141 gibt es ein n € N mit:

So =10, S1 =11, <.y Sp =1Tn,y Tnt1 < Spt1 = tnt2, Snt2 = tngs, oo+, St =141
S0 =10, 1 =11, ---y Sp =1n, Spt1 = tnt1

und Sn+1 — Snp = (tn+1 - tn) + (tn+2 - thrl)

nt1tsn tnt1ttn tntottn
F) =7 () = g ()

: S+ s
> (ok =) S (%
= D (sk—sk1)-f (L;kl> + (Snt1 = 80) - f (W)

b
Il
—
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!
+ Z (sk — sk—1)f (%)

k=n-+2
" th + th_
e S et S (%)
P
thetl +tp tpyo +1n
+ (tny1 —tn) - f (%) + (tnte —tng1) - f (%)

Da Z; und Z; durch sukzessives Hinzufiigen von Punkten entsteht, folgt die
Behauptung. a

6.8 Der Integrationsoperator
Bemerkung

Fiir f,g € Step (X,R) und ¢ € R gilt: §6.12

/ab(erg)(x) dx:/abf(w) dx+/abg<x> dx

b b
[en@ax=c [ s ax
Mit anderen Worten: Der Integrationsoperator
b
Step (X.R) — R fr- [ fla)ds
ist eine lineare Abbildung (man sagt auch ein lineares Funktional).

6.9 Regelfunktionen

Eine beschriinkte Funktion f € B(X,R) heifit Regelfunktion, falls es eine
Folge (fn),,cn von Stufenfunktionen gibt, die gleichméBig gegen f konvergiert.
Die Menge aller Regelfunktionen ist ein Untervektorraum von B (X, R).

Definition §6.13

Step (X, R) C Reg (X, ) C B (X,R)

6.10 Gleichmiflige Stetigkeit

Wenn X = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall ist und f: X — R stetig ist, dann
gibt es ein € > 0 und § > 0, so dass fiir alle u,v € X gilt:

Satz §6.14

lu—vl <d=[f(u) - flv)| <e
Man sagt auch f ist gleichmifig stetig.
Beweis: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, die Behaup-
tung sei falsch. Es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir alle § > 0 ein u,v € X existiert

mit:
lu—v[ <dund |f(u) - f(v)| =€

Setze 6 = £ > 0. Es gibt w, v, € X mit [u, —v,| < 2 und |f(un) — f(vy)| > €.
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Weil X ein abgeschlossenes Intervall ist, finden wir eine konvergente Teilfol-
ge (Unk)pey und eine konvergente Teilfolge (), oy und (U"kl)leN (Bolzano-
Weierstrafl §3.15).

Schreibe: u; = up,, , v;

— — 11 / I / _ : li !
n = Uny,, U= lim vy, v = lim vj, v = v da lim u;—v; =0
l—o0 l—o0 l—o0

e < |f(up) = f(vp)l
= [f(w) = f(w) + f(u) = f(v)]
= [f(up) = f(u) + f(v) = f(v])]
< f(up) = f)+1f(v) = £(v7)]

Da f stetig ist und der rechte Ausdruck eine Nullfolge, ergibt sich ein Wider-
spruch. O

6.11 Stetige Regelfunktionen

Auf einem abgeschlossenen Intervall X = [a,b] ist jede stetige Funktion eine
Regelfunktion:
C (X,R) C Reg (X,R)

Beweis: Sei f: X — R stetig. Zu jedem € > 0 finden wir § > 0, so dass gilt:
If(u) — f(v)| <e falls |u—v|<§

Wihle m € Nmit 22 < §. Setze tg = a,t; =to+ =%ty =t1 + 22 . t, =D,
also ty = a+ k=2 fir k €0,...,n.

Dann ist a = tg < t1 < tg < -+ < t, = b eine Zerlegung von X. Setze
¢k = f(tx). Definiere g € Step (X, R) durch:

Co falls tg < x < t1
1 falls t1 < o < tg

g(@) =q :
Cnq fallst,_1 <z <t,
Cn, falls ¢, = x

Fiir t_1 < t; gilt dann:
O=tp1 —th—1 <o —tp1 <tp —tp—1 <6

also |f(z) — f(tg—1)| < &. f(tg—1) = g(x), also auch |f(z) — g(z)| < e fiir alle
x € X, also gilt ||f —g|| <e.

Wihle also g, € Step (X,R) mit ||f — gn|| < 1, so ist (gn),cy eine Folge in
Step (X, R), die gleichmifig gegen f konvergiert, also f € Reg (X, R).

6.12 Das Riemann-Integral

Fiir eine Regelfunktion f € Reg (X, R) definieren wir das Riemann-Integral
wie folgt:

b b
/ f(z) dx = lim gn(z) dx

n—oo

Satz §6.15

Definition §6.16
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Wobei (gn), ey eine beliebige Folge von Stufenfunktionen ist, die gleichméBig
gegen f konvergiert.

Natiirlich miissen wir iiberlegen, ob diese Definition {iberhaupt Sinn macht.
Konvergiert die rechte Seite, ist es egal, welche Folge man wihlt. Fiir eine Stu-
fenfunktion g gilt offensichtlich:

/ab g(z) dx

Da die Folge (gn),cy eine Cauchy-Folge bildet, ist auch die Folge f; gn(z) dx
eine Cauchy-Folge.

b
g/ l9(x)] dx = |[g]| - (b — )

§|gn79m|'(bia)

b
/ (90 (&) — gun(2)) dx

Das heifit die rechte Seite konvergiert jedenfalls.

Angenommen (hy,), oy ist eine weitere Folge von Stufenfunktionen, die gleich-
méifBig gegen f konvergiert, dann ist

||hn_gn” = ||hn_f+f_gn|| < th_fH"'Hf_gnH

b
/(hn—gnxm dx| < 1hn — gall(6 — @) < (lhn — £l + If — gall) - (b — a)

Also gilt: lim f:(hn —gn)(z) dx=0= lim f: b (z) dx — f: gn(x) dx
also folgt: lim fab gn(z) dx = lim fab ho(x) dx

6.13 Eigenschaften des Integrationsoperators

Sind f und g Regelfunktionen und ¢ € R, so gilt:
o [+ o)) dx = [ fla) dx+ [ g(x) dx
. f(f(cf)(x) dx = cf(f fz) dx
J2 #(@) x| < f7 1f (@) dx < |1£11(b - a)
Denn diese Aussagen stimmen fiir Stufenfunktionen, also nach den Rechenregeln

fiir konvergente Zahlenfolgen auch fiir Regelfunktionen. Mit anderen Worten:
Der Integrationsoperator

b
Reg (X,R) — R, fb—>/f(x)dx

ist eine lineare Abbildung.

b b
/f(fv) dx s/ @) dx < ||| (b - a)

Vorlesung

05.01.2004
Satz §6.17
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Beispiel
e Fiir die konstante Funktion f(z) = C gilt: fab f(z) dx = C(b - a), denn

die konstanten Funktionen sind Stufenfunktionen.

e Fiir die Identitéit f(z) = x gilt: Setze t;, = a + k=2
n—1 b n—1 b b b b 2 n—1
2 f(t) 05 = 3 (a+ kEGe)ISE = n-atge 4 (B50) 3k
k=0 k=0 k=0
=ab—a®+ (b*T“)2 % =ab—a’+ (b +2ab+a?)i(1-1)
Im Grenzwert n — oo erhalten wir also:
ab—a® + 1(b* — 2ab+ a?) = (0% — a?)
Das war mithsam, wir brauchen bessere Methoden! Aber: Die Methode ist
gut fiir numerische Zwecke.

6.14 Numerische Berechnung von Integralen

Sei f:[a,b] — R stetig. Fiir N € N setze ¢ty vy = a + k252 und betrachte:

Ju

b—a =

SN = Zf(tk)

k=0

Fiir N — oo konvergiert sy gegen f: f(x) dx, also ist sy fiir grofle N eine gute
Approximation fiir das Integral.

6.15 Funktionsklassen

Die Regelfunktionen sind eine echte Teilmenge der beschrinkten Funktionen:

Reg (X,R) C B(X,R)

Beispiel
Sei f € B(X,R) mit X = [a,b] und

1 fallszeqQ
f<“"”)_{o falls = € R\Q

Das ist die Dirichlet’sche Sprungfunktion. Sie ist keine Regelfunktion und nicht
Riemann-integrierbar.

In der Klasse der beschréinkten Funktionen haben wir folgende Hierarchie:
Diese sechs Klassen von Funktionen bilden jeweils einen reellen Vektorraum.
Das Integral ist eine lineare Abbildung in die reellen Zahlen auf die unteren
fiinf Funktionsklassen.

Beispiel §6.18

Bemerkung
86.19

Bemerkung
§6.20

Bemerkung
§6.21
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B ()|(, R)
Reg (X, R)

Step (X, R) C(X,R)
AN /

{Konstante Funktionen}

{Nullfunktion}
Abbildung 13: Funktionsklassen

6.16 Eigenschaften von Regelfunktionen

Sind f, g Regelfunktionen, so ist auch f - g:x — f(z) - g(z) wieder eine Regel-
funktion.
Es gilt aber im Allgemeinen nicht, dass:

/ " fla)oe) dx = / e dx / " () d

6.17 Monotonie des Integrals
Sind f, ¢ € Reg (X, R) und gilt f(z) < g(x) fiir alle x € X, so schreiben wir:

f<g
Satz: Es gilt f: flz) dx < f:g(x) dx falls f < g.

Beweis: Falls f, g Stufenfunktionen sind, ist das klar.
Seien jetzt (fn),cy und (gn), oy Folgen von Stufenfunktionen, die gegen f bzw.
g konvergieren und gelte f < g.

Setze: fu(w) = fu(z) = | fu — [
gn () = gn(x) + llgn — gl

Dann sind ( fn) . und (Gn),cy Stufenfunktionen, die immer noch gegen f
ne

bzw. g konvergieren. Es gilt f,(z) < f () < g(x) < gn(x) fiir alle  und alle n,
also f fulx) dx < f gn () dx, also f flx)dx < fabg(x) dx O

6.18 Mittelwertsatz der Integralrechnung
Seien p € Reg (X,R), f € C(X,R) mit p(z) > 0 fiir alle x € X, dann gibt es

ein ¢ € [a, b] mit: \
[ s ix= 50 [ vy a

Wichtiger Spezialfall: p(x) = 1 fiir alle z € X

b
/ f(z) dx = (b—a) - (1)

Bemerkung
§6.22

Satz §6.23

Vorlesung

08.01.2004
Satz §6.24
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Beweis: Sei M = max{f(z) |z € X}, m = min{f(z) |z € X}
Diese Extrema existieren nach dem Satz von Weierstraf (§5.9).

Es gibt also m-p(z) < f(z) p(z) < M-p(z) fir alle z € X. Wegen der Monotonie
des Integrales folgt:

m/ubp(x)dxg/abf(:v)p(x)dng/abp(m)dx

Also gibt es eine Zahl ¢ mit

b b
q/ f(:c)dx:/f(x)p(z)dxmitmgng

Nach dem Zwischenwertsatz (§5.7) gibt es ein t € [a,b] mit f(t) = q. O

Integrale berechnen kénnen wir im Moment noch nicht, dazu brauchen wir Ab-
leitungen. Mit einem verfeinertem Integralbegriff lassen sich mehr Funktionen
integrieren — Lebesgue-Integral, MajStheorie.
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7 Differentiation

Problemstellung: Sei f: X — R eine stetige Funktion. Sei ¢y € X. Wir wollen
f nahe bei tg durch eine Gerade, das heifit eine affin-lineare Funktion appro-
ximieren.

J(t1)A

to t1
Abbildung 14: Differentiation

Geradengleichung: ty=m-t+b
Steigung der Geraden: m = %{ = %
Weiter wollen wir: [(tg) = f(to). Nach Umformen erhalten wir:

f(t1) — f(to)
t —to

It) = - (t —to) + f(to)

dann gilt: I(to) = f(to)-

Um das Problem am Anfang zu losen, betrachten wir den Fall At — 0. Im
Folgenden wird diese Idee prézisiert.

7.1 Einschrinkungen und Fortsetzungen
Definition §7.1
SeiY C X C R und sei f: X — R eine Funktion. Dann liefert f eine Funktion

auf Y,
f|Y:Y—>R7 y’_)f<y)
die Einschrénkung von f auf die Teilmenge ¥ C X.

Sei umgekehrt g:Y — R eine Funktion. Wir sagen f: X — R setzt g fort
(Fortsetzung von g), falls f |y =g.

Im Allgemeinen hat solch ein g (unendlich) viele Fortsetzungen.
7.2 Stetige Fortsetzungen
Definition §7.2

Jetzt nehmen wir an, dass g stetig ist und suchen stetige Fortsetzungen.

Ist (yn),cn eine Folge in Y, die gegen = € X konvergiert, und ist f eine stetige
Fortsetzung von g, so gilt natiirlich lim g(y,) = f(x).
n—oo

Die linke Seite hingt nur von y auf g ab, sie legt f(z) eindeutig fest! Wir
schreiben in dieser Situation:

lim g(y) = f(=)

Yy—x
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Beispiel
X = [_171]7 Y:X\{O}

Beispiel §7.3

e g(y) = y? fiir y € Y, stetige Fortsetzung f(z) = 22

lim y* =
Sy =

. g(y) = 1 falls 0<y<1
W'=Y -1 falls —1<y<0

fir y € Y. Auf Y ist g eine stetige Abbildung!

Aber g hat keine stetige Fortsetzung auf X denn:

1
lim g(—) =lim 1=1
n—oo n n—oo
aber

n— o0 n n— o0

lim g (_—1> = lim (-1)=-1#1

das heifit der Grenzwert lin% g(y) existiert nicht.
y—)

7.3 Differenzierbarkeit

Es sei X =la, b[ ein offenes Intervall, f: X — R stetig, tg € X.
Wir sagen, f ist in tg differenzierbar mit Ableitung f'(¢g) = ¢, falls die Funk-

Definition §7.4

tion p(h) = w (Differenzenquotient) eine stetige Fortsetzung in 0
hat:

1' = = 4
lim p(h) = c = f'(to)
Andere Schreibweisen fiir die Ableitung:

, df d

f'(to) = f(to) = al = prAY)

t=to

Beispiel
Vorlesung
o f(1) fiir alle t € X 12.01.2004

=c
p(h) = M= = e =0
Es gibt eine stetige Fortsetzung p(0) = 0 = f'(to) fiir alle tg € X

o f(t)y=mt+0b fiir alle m,b € R
(h) _ f(to+h)—f(to) _ m(to+h)+b—(mto+b) _ mh
h h h

p =m

Es gibt eine stetige Fortsetzung p(0) = m = f'(t¢) fiir alle ¢y € X

o f(t)=1t> (Parabelgleichung) fiir alle t € X

2 2 2 2 2
p(h) _ f(t0+h});f(to) _ (t0+i;) -ty _ t0+2toh;rh —to® _ o + h

Es gibt eine stetige Fortsetzung p(0) = 2ty = f’(t) fiir alle tg € X
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o f(t)=1 fiir ¢ # 0

_ floth)—f(to) _ FER i _ to—(toth) _ _ —1
p(h) = &= h o= OH;L s = t(;(toih)h ~ to(to—h)

Es gibt eine stetige Fortsetzung p(0) = ;O—% = f'(to) fiir alle typ € X

o f(t) =i
p(h) = f(toJrhf)L*f(tO) — \toJrh}l*ltO\

1. Fall: t; >0 firh>—tgisttg+h >0
also p(h) = feth=te — 1 also p(0) = 1 = f'(to)

2. Fall: to<0 firh<tgisttg+h<O
also p(h) = —(toth)+to _ —1, also p(0) = —1 = f'(to)

h
3. Fall: t,=0

A 1 fallsh >0
also p(h) = 12l = { ~1 fallsh<0

Es gibt keine stetige Fortsetzung in h = 0, also ist die Betragsfunktion in
der Stelle tyg = 0 nicht differenzierbar.

Bemerkung: Es gibt Funktionen, die in keiner Stelle differenzierbar sind. Bemerkung §7.6
Setze ¢(h) = p(h) — p(0), dann gilt:
f(to+h) = f(to) + h-p(0) + h- ¢(0)

Dann sieht man also: f ist in tg differenzierbar genau dann, wenn es eine Zahl
¢ € R und eine stetige Funktion ¢ mit ¢(0) = 0 gibt, so dass

f(to+h) = f(to) +c-h+h-d(h)
Dann gilt f'(tg) = ¢

7.4 Rechenregeln fiir das Differenzieren
Seien f, g in to differenzierbar, dann gilt:
(i) Die Summe f + g:t +— f(t) + g(¢) ist in ¢y differenzierbar:
(f +9)(to) = f'(to) + 9'(to)
(ii) Fir c € Rist cf:t +— cf(t) in to differenzierbar:
(cf) (to) = cf'(to)
(iii) Leibnizregel: Das Produkt f - g:¢t — f(t) - g(t) ist in t( differenzierbar:
(f9)(to) = f'(to)g(to) + f(to)g' (to)
(iv) Ist g(t) # 0 fiir alle t € X, so ist (g) it % in ¢y differenzierbar:
(i)’ (to) = L/ 0dalto)—f (t0)g'(t0)

g g(t)

!/
Spezialfall: (;) (to) = —Zio5h
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Beweis
Setze:  p(h) = M p(to) = f'(to)

q(h) = LlotM=glo) g1y = ¢/ (t)

(i) (f+g)(to+h’1—(f+g)(to) — f(to+h)—f(to)z-g(to+h)—g(to) = p(h) + q(h)

(f +9)(to) = p(0) + ¢(0)
(11) Cf(t0+h]1—cf(t0) — cp(h)

) f(t0+h)g(to+hh)*f(tO)g(tO) _ f(tUJrh});f(tO)g(to) + f(to)g(t0+h)+g(t0)

h
=p(h) - g(to) + f(to + h) - q(h)
Fiir n — 0 erhélt man p(0) - g(to) + f(¢o) - ¢(0)

(iii

!
(iv) Fiir (iv) geniigt es den Spezialfall (%) (to) zu betrachten, weil % =f- %

1 1
9Goth) gt _ g(to)—g(to+h) _ 1
R = aogtermn = — 4 gayatTm)

Fiir n — 0 erhélt man ¢(0) 9(201)2

7.5 Differenzierbare Funktionen

Ist eine Funktion f an jeder Stelle tg € X differenzierbar, so heifit f differen-
zierbar, die Funktion f’:¢ +— f’(¢) heift Ableitung von f.
Falls f zusitzlich stetig ist, heifit f stetig differenzierbar oder C'!-Funktion.

Definition §7.7

C'(X,R) = {f: X — R f ist stetig differenzierbar}

Nach den Rechenregeln ist C! (X, R) ein reeller Vektorraum.

Beispiel
o f(t)=1t" neN
Vollsténdige Induktion iiber n. Behauptung: f(t) = t" = f/(t) = nt"!
LA: n=0 f@t)=1 f'(t)=0
n=1 f(t)=t [f(t)=1

Ableitung
—

Beispiel §7.8

LS. tnfl=1¢n.¢ nt"H 4 l=n "+t = (n+ D"

O

o f(t) =1 Rechenregel (iv) mit g(t) = t"

_9®) _ om0 1
g2 — e T Fntl
Fazit: Fiir n € Z und f(t) = t" gilt also f/(t) =n-t""!
e f(t) =cos(t) f'(t) = —sin (¥)
e f(t) =sin(t) f'(t) = cos(t)

o f(t) =exp(t) 'ty = exp(t)
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7.6 Die Kettenregel

Satz: Seien g : X — R und f:Y — R Funktionen mit g(z) C Y und sei
s0 = g(to) fiir tg € X. Wenn g in ¢, differenzierbar ist, und f in sq differenzierbar
ist, dann ist die Komposition (Hintereinanderausfithrung) fog: X — Y — R
in t¢ differenzierbar mit Ableitung:

(f09) (to) = f'(s0)g'(to) = f' (9(t0)) g’ (t0)
Achtung: Unterscheide Komposition f o g vom Produkt f - g:
(fog)t)=F(g@) # (f-9)@)=[({) g(t)

Beweis: Betrachte p(h)-h = f(so+h) — f(so):
f(g(toJrh)})L*f(g(tO)) _ f(g(toJrf;L))*f(SO) _ g(to+h})l*9(t0) p(glto + h) — g(to))

Im lim h — 0 erhélt man ¢'(¢o) - f'(s0) O

7.7 Extrema

Definition: FEine Funktion f: X — R hat ein Maximum (ein Minimum)
inty € X, falls f(t) < f(to) (falls f(t) > f(to)) fiir alle t € X gilt.

Liegt ein Minimum oder ein Maximum vor, spricht man von eimem Extremum.

Satz: Ist f differenzierbar in ¢y und hat ein Extremum in ¢y, dann ist
f'(to) =0

Beweis: Wir betrachten den Fall, dass f in ¢y ein Maximum hat. Dann ist
fto +h) < f(to). Also gilt:

(h)ff(to+h)ff(to) <0 falls h>0
= h >0 falls h<0

In h =0 gilt (weil p stetig ist) p(0) = 0.

Anwendung: Sei X = [a,b], f: X — R sei stetig und differenzierbar in allen
t €]a,b[. Um Extrema von f zu finden, betrachtet man die Randpunkte a und
b, sowie alle ¢ €]a,b[ mit f'(t) = 0. An einer dieser Stellen liegen die Extrema.

Beispiel: Wie kann man die Oberfliche eine Blechdose (mit Volumen = 1)
minimieren?

Radius r = r
1
Hohe h = —5 wegenV =1
r
Volumen V = ar?-h
Oberfliche A = 2mr?+h-27r

2 2
= 2mr? + _71-2 =2mr? + =
mr r

Vorlesung

15.01.2004
Satz §7.9

Erinnerung
§7.10

Anwendung
§7.11
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Ein Intervall X = [a, b] ist physikalisch sinnvoll. Suche nun Extremum A’ = 0:

2 2 1 1
A=drr— = & dmr==5 & r3:2— & 7":\3/2—%0,572...
r r T T

Fiir a sehr klein und b sehr grof sind A(a) und A(b) ebenfalls sehr grof, in

r = 5 liegt ein Minimum vor.

V2r

Beispiel: Jede Polynomfunktion p(x) = an,z"™ + a,_12" "1 +--- +ag ist stetig
differenzierbar mit Ableitung p’(x) = na,2™ ! +---+2asx +ay, das bleibt auch
fiir Potenzreihen richtig (§5.14).

flz) = Z apz®
k=0

fl(x) = (k+ 1Dapy12®  fiir alle |z < R
k=0

o0

Wenn Y apx® fiir diese z konvergiert (Beweis vielleicht spiter). Damit kann
k=0

man zum Beispiel die Ableitung der exp-Funktion berechnen:

exp T = "
= k!
/ = 1 k
exp'x = Z(k+1)(k+1)!x =expzw
k=0

7.8 Der Satz von Rolle

Sei f:]a,b] — R stetig, f(a) = f(b), sei f in allen t €]a,b] differenzierbar.
Dann gibt es ein ¢y €]a, b mit f'(to) = 0.

Beweis:

1. Fall:  f ist konstant, klar.
2. Fall:  f ist nicht konstant, es gibt also ein t €]a, b[ mit f(t) # f(a).

Wir nehmen an, f(¢) > f(a) (Der andere Fall f(t) < f(a) geht
analog). Da f stetig ist, hat f ein Maximum in Punkt tg € [a, b],

also f(to) > f(t) > f(a) = f(b) also ¢y €]a, b[.
Also gilt f'(tg) = 0. O

7.9 Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Ist f:[a,b] — R stetig und differenzierbar in allen ¢ €la,b], so gibt es ein

to €la, b[ mit:
f(b) — f(a)

f(to) = b—a

Beispiel §7.12

Lemma §7.13

Satz §7.14
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Beweis: Betrachte g(t) = f(t) — m(t — a), mit m = W.

Es gilt g(a) = f(a), g(b) = f(b) —m(b—a) = f(a).

Nach dem Satz von Rolle gilt: Es gibt ein ty €]a, b[ mit ¢'(¢y) = 0.

Aber ¢'(t) = f'(t) — m, also f'(to) = m. O

Folgerungen: Sei f:[a,b] — R differenzierbar

(a) gilt f'(t) > 0 fiir alle ¢ €]a, b[, so ist f monoton steigend.
(b) gilt f'(¢) <O fiir alle ¢ €]a, b[, so ist f monoton fallend.
(c) st f/(t) =0 fiir alle ¢ €]a, b[, so ist f konstant.

(d) st |f'(t)| <k fiir alle t €]a, b], so ist f lipschitz-stetig:
[f(u) = f(0)] < klu — o]

Beweise:

(a) Seia<wu<wv<b, damit W = f'(to) > 0 also f(v) > f(u).
(b)  Geht analog.

(¢) Folgt aus (a) und (b).

(@) R = 1 o)l <k O

[v—u|

7.10 Mehrfach stetig differenzierbare Funktionen

Sei X = Ja,b[ und f: X — R. Falls f stetig differenzierbar ist und falls
/X — R stetig differenzierbar ist, so heifit f zweimal stetig differen-
zierbar. [ ist die Ableitung von f’. Analog definiert man k-mal stetig diffe-
renzierbare Funktionen. Setze:

CF (X,R) = {f: X — R| f ist k-mal stetig differenzierbar}

Offensichtlich ist C* (X, R) ein reeller Vektorraum.
Die Funktionen in C* (X,R) = () C* (X, R) heiBen glatte Funktionen.
k>1

Wir haben also eine Hierarchie von reellen Vektorraumen:
C(X,R)
|
Ct (X,R)
|
C? (X,R)

ol (X R)
|
C>= (X,R)

Abbildung 15: Funktionsklassen: Stetig differenzierbare Funktionen

Die Rechenregeln fiir Ableitungen sagen, dass der Differentialoperator
%: f — f’, der jeder Funktion f die Ableitung f’ zuordnet, eine lineare Abbil-
dung ist:

d_
C* (X,R) 2= CF 1 (X, R)

Vorlesung

19.01.2004
Definition §7.15
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8 Die Hauptsitze der Differential- und Integral-
rechnung

8.1 Schreibweisen in der Integralrechnung

Sei X = [a,b] und f: X — R eine Regelfunktion. Fiir a < u < v < b setze:

f(x)

L= 1) - flw)

Die Einschrinkung von f auf [u,v] ist eine Regelfunktion, deren Integral wir
schreiben als [ f(z) dx. Setze auBerdem f(a:)‘: = —f(a?)‘z

/qu(a?) dx = —/:f(a:) dx

Fiir festes tg € [a, b] betrachte die reelle Funktion F: X — R mit
¢
F) = [ flo) dx
to

8.2 1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f:[a,b] — R stetig und ¢ € [a,b] sowie F(t) = ftf) f(z) dx. Dann ist F in
jedem Punkt ¢ € [a, b] stetig differenzierbar und

F=y

Beweis

t+h t t+h
L(F(t+h) — F(t)) = 1 (fto fla) dx— [} f(x) dx) = L[ p () dx
= th- f(r) fiir ein r € [t,t + h] und fiir h > 0 (Der Fall h < 0 geht analog).
Der letzte Schritt folgt mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (§6.24). Im
Limes h — 0 konvergiert das gegen f(t), weil f stetig ist. Also ist F'(t) = f(t)

(I

8.3 II. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f:]a,b] — R stetig differenzierbar. Fiir a < u < v < b gilt:

Beweis
Setze g(t) = f: F'(z) dx. Nach dem I. Hauptsatz gilt jedenfalls ¢’(t) = F'(¢).
Also gilt:

gt)-F{t)=0=(g—F)(t)
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (§7.14c) ist ¢ — F' konstant.
Also gilt: g(t) = F(t) — F(u), denn g(u) = 0. O

Definition §8.1

Satz §8.2

Satz §8.3
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8.4 Stammfunktionen

Ist F stetig differenzierbar mit Ableitung F’ = f, so heifit I’ Stammfunktion
zu f. Integrale 16sen bedeutet also eigentlich das Finden von solchen Stamm-
funktionen.

Beispiel: f(z) = 2™ hat die Stammfunktion F(x) = flJ: + c. Die Konstante

c ist egal, wir setzen ¢ = 0. Mit dem II. Hauptsatz ist also:

v
v kan 1
" dx = — = (antl _ ntl
/ux * <n+1+c>‘ n+1(v v

Satz: Es sei (fn),cy eine Folge von Funktionen auf X = Ja,b[. Wenn (f,.),,cy
punktweise gegen f: X — R konvergiert, jedes f, stetig differenzierbar ist und
wenn die Folge (f',,),cy gleichmiBig gegen g: X — R konvergiert, so ist f
stetig differenzierbar und f' = g.

Erinnerung: Eine Folge von Funktionen (h,),, .y konvergiert punktweise ge-
gen eine Funktion h, falls hm = h(x) fir alle z € X.

Die Konvergenz ist glelchmaﬁlg, falls hm [|hn, — h|| = 0, dabei ist

[|hin — h|| = sup {|hn(z) - ||$€X}-
Gleichméfige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.

Beweis (von Satz 5):  Fiir jedes ¢t € X gilt:

[ sty ax= im_ [ 5@ ax = Jim (520~ fulto) = 0 - S0

h—o0 to

Also gilt: f' = g. O
Warum gilt das erste =" im Beweis?

Satz: Ist (fy),cy eine Folge von Funktionen, die gleichméfig gegen f konver-
giert, so ist

lim fn )dX:/vf(x) dx

n—oo

Beweis: | [, f(x) = fa(a dX| < Jo @) = fa@)l dx < fu—o] - [|f = ful| O
Folgerung

(o]
Sei f(t) = > ant™ eine Potenzreihe, die fiir alle [¢| < R konvergiert. Dann ist
h=0

F) =3 anpi(n+1)t" und [ f(t) dt = 3 La,_," fiie [t < R.
h=0 h=1

n
Denn das ist genau die Situation von Satz 5 mit f,,(t) = > axt®
k=0

Bemerkung §8.4

Satz §8.5

Satz §8.6

Folgerung §8.7
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8.5 Tabelle mit Ableitungen

f(x) || sinz | cosz | a"

| expx | sinh x | cosh x | Inx
f'(@) || cosz | —sinz [ n-z

| expx | cosh x | sinh x | %

n—1

Liest man die Tabelle anders herum, erhélt man Stammfunktionen, damit lassen
sich Integrale berechnen, z.B.:

v
. v . .
/ cosr dx = smm’u = sinv —sinu
u
Es folgen weitere Methoden zum Losen von Integralen:

8.6 Partielle Integration

Es gilt:
b

b b
/ F(@)g(x) dx = f(2)g(x)]" - / f(@)g () dx

falls f und g stetig differenzierbar sind, denn (f-g)’ = f’-g+f-¢g’ (Leibniz-Regel).
Beispiel: f: Inx dx = f: Inz-1dx mit g(z) =Inz, f/(z) =1 und f(x) = x:

b b b
1
/lnxdx:/ 1~1na:dx::c~lnx|bf/x~de:b~lnbfa~lna+(bfa)
a a e T

a

8.7 Integration durch Substitution
Das ist das Integral der Kettenregel:

v b J—
[ 1taa@) g/ ax= [ fs)as o=

Beispiel: Mit Substitution z = Int:

/b2.expx+1d _/d2t+1.1dt g (t) =Int
.« €xpz+1 ). t+1 ot %

Es gibt viele Tafeln (z.B. Bronstein, Handbuch der Mathematik) mit Integralen
und viele weitere Tricks zum Berechnen von Integralen. Moderne Computer-
Algebra wie MAPLE oder MATHEMATICA I16sen viele Integrale, allerdings
manchmal mit Fehlern!

8.8 Uneigentliche Integrale

Bisher kénnen wir nur Regelfunktionen auf Intervallen X = [a, b] integrieren.
Machmal will man einen allgemeinen Definitionsbereich.

Vorlesung

22.01.2004
Paragraph §8.8

Paragraph §8.9

Paragraph §8.10

Paragraph §8.11
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Fall 1: Sei f:[a,00[— R ecine Funktion, die auf jedem Intervall [a,r] eine
Regelfunktion ist, z.B.: f ist eine stetige Funktion.

Falls der Grenzwert lim [ f(z) dx existiert, schreibt man:
T—00

| @ ax=tm [ @) ax

Analog definiert man:

/jl f(z)dx = lim af(:c) dx

r——00
r

Fall 2: Schliellich sieht man, warum das Sinn macht:

/_Zf(x) dX:/_;f(m) dx+/aoof(x) dx

a "sinz dx = —cosz|. = cos0 — cosr =1 — cosr
0 0

Beispiel:

Der Grenzwert fiir r — oo existiert nicht.
(b) froexpx dx = expm|2 =exp0—expr=1—expr

. 0
rl}r_noo expr =0also [°_expz=1

Fall 3: Ist X = [a,b[ und ist f auf dem Interfall [0, 7] eine Regelfunktion fiir
a < r < b, und existiert lin}) fab f(z) dx, setzt man

/ flz)dx = hm f( ) dx
Analoge Definition fiir X =]a,b] oder X =|a, b].

8.9 Das Integralvergleichs-Kriterium

Sei f:[1,00[— R monoton fallend. Dann gilt fiir alle n:

n n+1
0< <Z s~ [ s dx) < 1)
k=1 1

und der Term in der Mitte konvergiert fiir n — oo.

n n+1
0< lim (Zf(k) [ @ dx> < (1)
k=1 1

Die Reihe konvergiert genau dann, wenn das Integral konvergiert.

Satz §8.13
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Beweis: Fiir z € [k, k + 1] gilt

k+1
fR) > f@) > f+1)  ako  f(k) > / f(2) dx > f(k+1)

Wir addieren diese Ungleichungen:

%
N
=
=

S fk) = S () dx

s 0 > fl"“f@:)dx—élf(k) > f(n+1)— f(1)
e 0 < SR @a < f0) - o+

Also ist > f(x) — flnH f(x) dx eine beschrinkte monotone Folge und damit
k=1

konvergen{. O
Vorlesung
Beispiel 26.01.2004
1 Beispiel §8.14
o f(x)= T
n n+1 n n+1 n
lim Y 1+ - [ ldx= lim Z%—lnx‘ =1lim Y 1 -In(n+1)
n—o0 k=1 1 n—oo p—1 1 n—oo k=1

Die harmonische Reihe wéchst also ungefahr wie der Logarithmus.

+1
_ 1 ntl 1 g -1 "
.f(x)iris 522 fl mﬁﬁdX*s—l'mS*ll
N S 1 1 1 1
dm 3= [ ogdx=lm 35 - o+ o e <1
k=1 1 k=1
oo}
Also konvergiert die Reihe Y & fiir s > 2.
k=1

8.10 Die Taylor-Entwicklung

Satz §8.15

Es gilt f(t) = f(to) + f(t) — f(to) = f(to) +tJt’ f'(s) ds.

Satz: Sei f € C"*!(X,R), also n + 1-mal stetig differenzierbar. Sei to € X.
Dann gilt die Taylor-Formel:

n

S L0y (- )
f(t) Zk!f (to) - (t —t0)" + Rn(t, o)

k=0

Restglied
Taylor—Polynom
F®) (o) ist die k-te Ableitung an der Stelle to.
R (t,to) = i/t(tS)" FUH () ds = — - fO (50) - (¢ — 1)
n(l,to) = = . “ it 1) 0 0

mit |50 7t0| S |t*t0‘.
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Beweis: Induktion nach n. Fiir n = 0 steht folgendes da:

) - $f<0>f<to>-1+&f‘1~f<l><s> ds

= f(to) +ff'
= f(to)'i‘f() f(to) = f(t)

Induktionsschritt: Wir nehmen an, die Formel stimmt fiir n, f € C**! (X, R),
wir wollen den Satz fiir n + 1 beweisen.

f) = 3 HFP(t) - (t—to)* + Ru(t, to)
k=0
t
Ru(t,to) = %ff(”“‘l)(s) (t—s)"ds
to
_1)" s—t)"t L 5= _1\"™ n s—t)ntt
= % (s=)"™" t FrtD(s) T nll) j;ttof( +2)(3)%ds
- (n+1)u(t*to)f("+l)(to)+Rn+1(t to) 0

Die 2. Formel ist der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Bemerkung
Bemerkung: Ist f € C* (X,R) glatt, kann man die Taylor-Reihe §8.16
1
> = Pto) - (t—to)”
— k!

konstruieren. Trotzdem gilt i.A. nicht, dass f(t) = > %f(k) (to) - (t — to)*.
k=0

Wichtiger als die Taylor-Reihe ist die Taylor-Formel.

8.11 Lokale Extrema

Wir sagen f hat in ¢y ein striktes lokales Maximum (striktes lokales Mi-
nimum), falls es ein 7 > 0 gibt, so dass fiir alle ¢ mit |t — ¢o| < r gilt:

f@) < flto) (bzw. f(t) > f(to))

Definition §8.17

Satz: Ist f € C?(X,R) und ty € X mit f'(tg) = 0 und f”(to) < 0 (bzw.
f"(to) > 0), dann hat f in ¢g ein striktes lokales Maximum (striktes lokales
Minimum).

Beweis:
ft) = f(to) + f'(to)(t —to) + 3 ff" )(t—s)* ds

= f(to)+ 5 ff” —5)%ds
Weil f' stetig ist, glbt es ein r >0 mlt 1'(s) <0 fir alle s mit |s — to| < 7.
Fiir [t — to| < r und t # tg ist also ff’(s) ~(t—35)2ds <0, also f(t) < f(to)
i

Fiir das strikte lokale Minimum argumentiert man entsprechend.
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Beispiele:

o« f(H)=cos(t)  f(a)=—sin(z)  f"(x) = —cos(x)

f1(0)=0 f7(0) = —cos0=—-1
Lokales Maximum in 0.

o f(ty=t>  fI(t)=3t>  f'(t) =6t
SO =0 f0)=0
Hier liefert der Satz keine Information.

o f(t)y=t*  flt)y=4t3  f'(t)=12t2
f1(0) =0= f"(0)

o7

Hier liefert der Satz auch keine Information, obwohl 0 ein Minimum ist.

Beispiel §8.18
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9 Algorithmen

Als erstes Problem betrachten wir die Polynominterpolation.

9.1 Polynominterpolation

Gegeben sind Stitzstellen sg, s1, ..., s, und Wertvorgaben wgy, wy, ..., Wy.
Gesucht ist eine Polynomfunktion f mit f(so) = wo, f(s1) = w1, ..., f(sn) =
Wy, .

Die Stiitzstellen, Wertvorgaben und Losungen sind im Folgenden reell oder kom-
plex.
9.1.1 Uberlegungen iiber Polynome

Sei f(x) = apz™ +ay_12" 1+ -4+ a1z+ag eine Polynomfunktion. Die Variable
z und die Koeffizienten ag, ..., a, diirfen reell oder komplezx sein.

Ist a,, # 0 so heiit n der Grad des Polynoms f, n = deg(f).
Fiir das Nullpolynom setzt man deg(0) = —co.

Beispiele
e deg(f) =0 falls f(z) =3 fiir alle x
e deg(f)=1 falls f(x) =3z —7 fiir alle x
e deg(f) =2 falls f(z) = 3z — 7)(z +5) fiir alle x

Der Grad ist wohldefiniert, d.h. die Koeffizienten a,,, ..., ap lassen sich von
der Polynomfunktion eindeutig ablesen:
fO)=ao, f(0)=ar, ['(0)=202, ... fO(z)=kla

9.1.2 Rechenregeln fiir den Grad
Fiir Polynome gilt stets:

o deg(f - g) = deg(f) + deg(g)

o deg(f +9) < max{deg(f),deg(9)}

Beispiel: deg ((z” + 3) + (4o — 7)) = deg(4z +3) =1

Ist f ein Polynom mit deg(f) = n, so ist g(x) = f(x+xo) ebenfalls ein Polynom
mit deg(f) = deg(g).

9.1.3 Polynome und Nullstellen

Ist f ein Polynom mit deg(f) > 0, und ist ¢ eine Nullstelle (d.h. f(z¢) = 0),
dann gibt es ein Polynom ¢ mit f(z) = g(z)(z — x¢) mit deg(g) = deg(f) — 1.

Vorlesung
29.01.2004

Paragraph §9.1

Satz §9.2
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Beweis: Falls g = 0 eine Nullstelle ist, so ist ag = 0, also:

f@) = apz™ +ap 12" '+ ...+ a1z = (az" + ... +a1)(z —0)
Fiir zg beliebig, betrachte h(z) = f(x + x), dann ist h(0) = f(xg) = 0 also
h(z) = hi(z — zo)(xz — o) = g(x). O

Folgerung: Ist f ein Polynom mit deg(f) =n > 0 (d.h. f # 0), dann hat f
hochstens n verschiedene Nullstellen.

Beweis: Seien z1, x9, ..., x, Nullstellen von f. Dann gilt nach dem vorigen
Satz:

flz) = hz) (z-w)(@—w2) (2 — )

—~— —~—

deg=n deg(h)=n—r>0

9.1.4 Das Lagrange-Polynom

Seien sg, 51, . .., Sy, gegeben mit s; # s; fiir ¢ # j. Das k-te Lagrange-Polynom
ist:

T—S) T—81 T — Sk—1 T — Skt1 T — Sp

Sk — S0 Sk — 51 Sk — Sk—1 Sk — Sk+1 Sk — Sn

Dann ist L (z) ein Polynom vom Grad n.

Nv_J 0 fallsk#j
Lk(sﬂ)—{ 1 falls k= j

Setzt man f(x) = woLo(z) + w1 L1 (x) + - - - + wp Ly (x) dann gilt deg(f) < n.
Weiter gilt: f(s;) = woLi(sj) + - +wnLy(sj) = u;Li(s;) = w;

Satz: Seien sq, ..., s, paarweise verschiedene Stiitzstellen. Fiir Wertvorgaben
Wo, ..., Wy, gibt es genau ein Polynom f mit f(s;) = w; fiir alle j =0...7n mit
deg(f) < n.

Beweis: Eine explizite Losung fiir f haben wir mit den Lagrange-Polynomen
schon gefunden. Eine andere Losung gibt es nicht, denn angenommen f; wéire
eine weitere Losung mit deg(f1) < n, fi(s;) = w; mit j = 0...n, deg(f) < n,
f(sj) = w; mit j = 0...n. Also gilt deg(f — f1) < n und (f — f1)(s;) =
w;j —wj; = 0. Also hat f — fi n+ 1 Nullstellen. Also ist f = fi. d

Bemerkung: Betrachte h(z) = q(x)(z —so)(x —s1) - - - (x — s,,) fiir ¢ beliebig,.
Dann gilt h(s;) = 0 fiir alle j, d.h. h + f 16st auch das Interpolationsproblem,
aber deg(h + f) > n im Allgemeinen.

9.1.5 Anzahl der Rechenoperationen

Gesucht: Eindeutige Losung fiir das Polynom f mit deg(f) < n und den
Stiitzstellen s1, ..., s, mit f(s;) = g;.

Insbesondere bestimmt das n+ 1-Tupel (wq, wr, . . . ,w,) das Polynom eindeutig.
Wir betrachten jetzt wieviel Rechenoperationen benétigt werden.

Folgerung §9.3

Definition §9.4

Satz §9.5

Bemerkung §9.6

Vorlesung
02.02.2004

Definition §9.7



9 ALGORITHMEN 60

Schreibweise: Ist (c),cy eine Folge nicht negativer Zahlen und (ag),cy eine
weitere solche Folge, dann sagt man, ay, ist von der Ordnung O(c¢y) falls es eine
Konstante K > 0 gibt mit:

cp - K > a; fir alle k

Das Ordnungssymbol heifit auch Landau’sches O-Symbol.

Beispiel: Sind die Lagrange-Polynome berechnet, so ist die Anzahl der Re-
chenoperationen, die man braucht um

fl@) =" apLi(x)
k=0
zu berechnen: O((n + 1)?)

9.1.6 Optimierung der Rechenoperationen
Schnelle Auswertung von Polynomen:
Naiv:
ao + a1z + asz® + - + apa”
n  Additionen

n(n+1 . 9. .
(2 ) Multiplikationen

Horner-Schema:
f(.fL') = ((a/n-'lj + an,]_)x + an72)x +---ap

n  Additionen

n Multiplikationen }O(n) Rechenoperationen

Problem: Gegeben sind die Polynome
p(z) = anx™ + -+ ag mit deg(p) <n

p(@) - () = cana® + -+ co

Frage: Wie berechnet man die Koeffizienten cs,,, ..., co? Es gilt:

2n
Cr — E ajbk_j
Jj=0

Die direkte Methode braucht O(n?) Rechenoperationen.

Idee zur Losung: Wihle Stiitzstellen sg, s1, ..., s, dann gilt:

f(s;) =np(s;) - q(s;)

Rekonstruiere f aus den Daten f(s;),j = 0,...,2n durch Interpolation.

Problem §9.8

Idee §9.9



9 ALGORITHMEN 61

9.1.7 Die n-ten Einheitswurzeln in C

Fir n € N,n > 2 betrachte Losungen der Gleichung z” = 1, das heifit die

Nullstellen von
" —1

Dieses Polynom hat hdéchstens n verschiedene Nullstellen (3. Folgerung). Na-
tiirlich gibt es hochstens 2 reelle Nullstellen. Es gibt in C genau n Nullstellen.

Setze: ) o
19=COS<—7T>+Z sm< )E(C
n n

Es gilt: Fiir 0 < k <1 <n—1ist 9% # 9" und 9¥™ = 1.

Die komplexen Nullstellen des Polynoms 2™ — 1 sind also genau:

1=0°0,9%093 . .. 9!

Beachte: 1 = cos ( ) +14-sin ( ) héngt vom gegebenen n ab. Es gilt immer:
9FFt7 = 9* Nach der 3. Folgerung gllt also auch

(2" —1)" = (z — 1)(z — ¥)(x —9¥?)---  (Abspaltung der Nullstellen)

9.1.8 Gerade und ungerade Teilpolynome

Jedes Polynom f(x) = apz™+- - -+ agp ldsst sich zerlegen in einen geraden Teil
und einen ungeraden Teil. Es gilt:

fo(a®) + - fu(2?)
= ap+ast+ast®+---
ay —|—a3t—|—a5t2—|—--~
a0+a2x2+a4x4+---
+  x(ay +azx® +aszt + )

flz

fqlt

Jult

fo(@®) + - fu(a?

—~

)
)
)
)

Algorithmus: Gegeben sind Polynome p und ¢, wir suchen p - q.

1. Schritt:  Auswerten von p und g auf geeigneten Einheitswurzeln.
Sei m = 2" > deg(p), deg(q).

Setze: ¥ = cos (25) + i - sin (2%) (m-te Einheitswurzel)
Gesucht:  p(1), p(9),p(¥?),...,p(¥""1) und
9k

p(9%) = pg (9°%) + Op, (9°F)
Daten: p(x) = an_12" t+---+ag
A= (G’O?al,aQ»"'aamfl)

Ausgabe: P (p(1),p(9),p(9?),...,p(0" "))

Definition §9.10

Uberlegung
§9.11

Algorithmus
§9.12
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procedure Ausw(m, A, alpha, P)
if m = 1 then

P := (ACO))
else

m2 :=m/ 2
AG := (ACO), A(2), ..., A(m - 2))
AU := (A(D), A3, ..., A(m - 1))

Ausw(m2, AG, alpha”2, PG)
Ausw(m2, AU, alpha~2, PU)

for j := 0 tom2 - 1 do
P(j) := PG(j) + theta * PU(j)

P(j + m2) := PG(j) - theta * PU(j)
end.

Wir haben benutzt, dass 9512 = —9% und 9°,92,9%, ... die F-ten Einheits-
wurzeln sind.

Anzahl der benétigten Multiplikationen
M (m) = #Multiplikationen fiir m = 2"
m=1: M(1)=0
m =2">1: Wir erhalten wir rekursiv M (2") = 2M (2"~1)

Also gilt M(m) = % logy(m). Die Anzahl der Rechenoperationen zum Berech-
nen

P = (p(1),p(9),...,p(0™ ")
mit O(mlog, m)

9.1.9 Das Interpolationsproblem

Vorlesung
Ist 2 = (20,21, -+, 2m—1) € C™, setze 05.02.2004
Paragraph §9.14
1 = 2 -t
1 =z 22 2t
V(z) = .
Lozt 2hiy o zm)

V(z) ist eine m x m-Matrix, die Vandermondsche Matrix zu z.
Ist a = (ag,a1,...,am—1), SO ist
T ao+a1z0+agz§+...+am_126"*1
V(z)-a' = )

p(Zo)

p(21)
das heiBt, fiir p(z) = ag + a1z + ...+ apm_12™ ! gilt: V(2)a” = )

p(z’r‘;lfl)
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Idee: Man multipliziere diese Gleichung von links mit V(z)~!, dann erhélt
man:

p(Zn.z—l)

Satz §9.15
Satz: Sei z = (9°,9%,...,9™ ) und w = (¥°,97L,...,9"™). Dann gilt:

m --- 0 .
Viz) - V(w)=1| + - & V()= V()
O DRI m
Beweis: V(2);; = 2] = (01)) = 09, V(w)j, = z; ¥ = (977)F = 977%, also
m—1

m—1 ;
L ) » falls i = k
. — ] . —jk — ](Z_k) = m:,— m
(V(2) - V(w)), ;20: LAY ]ZO v { O falls i £ k

Damit haben wir das Interpolationsproblem geldst!
(Ao, a1y vy m_1) =V (9°,..., 0™

Daten: (p(1),p(9),p(9?),...,p(9™ 1))
Gesucht: (ag, a1, ..., am—1) Koeffizienten

procedure Koeff (m, B, ¢, P)
Ausw(m, B, v~1, Q)
p=41¢

m
end

Wenn man das aufruft mit B = (p(1),p(d),...,p(¥™ 1)) erhilt man P =

(a07 az,... 7am71)

9.1.10 Zusammenfassung
Paragraph §9.16
Gegeben sind Polynome p und ¢, die multipliziert werden sollen.
e Wihle [ minimal mit z! > 2deg(p), 2 deg(q).

e Rufe Ausw fiir p und ¢ auf, um (p(9°%),...,p(¥™ 1)) und
(q(¥%),...,q(¥™"1)) zu berechnen.

* Bestimme B = (p(°) - ¢(¢%),...,p(9™ 1) - g(9™71)).

e Berechne Koeffizienten des zugehorigen Interpolationspolynom mit Koeff.
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Rechenaufwand: O(mlog, m) mit m = 2!, deg(p), deg(q) < k.
Aufwand: O(klog, k).

Das Verfahren ist gut, wenn p und ¢ dhnlichen Grad haben. Wegen

¥ =cos|— | +isin| —
m m

braucht man eine gute Gleitzahlarithmetik, selbst fiir ganzzahlige Polynome!

9.1.11 Anwendung

Schnelle Multiplikation grofler Zahlen. M, N natiirliche Zahlen in g-adischer
Entwicklung,

M = ag+ga +g*as + ...+ g"ay
N = bo+gb+¢%bo+ ...+ ¢"bs

k

Unser Algorithmus bestimmt p - ¢ fiir p(z) = ag + a12 + az2® + ... + apa® und

q(z) = by + by + bax® + ... + bpa®.
N~M:p(g)~q(g) :Co+61g+0292+...+c2k92’“

Rechenaufwand: O(klog, k)

Literatur:

e Schonhage-Strassen: Schnelle Multiplikation grofSer Zahlen,
Computing 7 (1971), Seiten 281-292

e Knuth, Arithmetik, Springer, Berlin, 2001.

9.2 Das Newton-Verfahren

Nun betrachten wir das Newton-Verfahren zur Bestimmtung von Nullstel-
len.

9.2.1 Problemstellung
Funktion f: X — R, gesucht sind die Nullstellen von f, also f(xz¢) =0

f(x)

g/

Abbildung 16: Newton-Verfahren

Paragraph §9.17
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Idee: f(z) = 0 Nullstelle, xg liegt nahe bei z. Konstruiere bessere Approximation
T1,%2,X3, ... bis eine gute Ndherungslosung fiir z gefunden ist.

x1 ist Nullstelle der Tangente. Die Steigung ist f/(zg) = %
o f(l‘o) _ f(xo)
ZTo — X1 = f’(ﬂfo) Z1 = Xo f/(xO)
f(z)

Setze p(x) =z — @ T = o(x0), 2 = @(21), - -, Tnt1 = p(x4).

Konvergiert das gegen z7

9.2.2 Konvergenz des Newton-Verfahrens

Sei f eine C2-Funktion, f(z) = 0 und f’(z) # 0. Dann konvergiert das Newton-
Verfahren gegen z, sogar gut, falls g nahe genug bei z liegt.

Beweis: Wegen f'(z) # 0 gibt es ein r > 0, so dass f/(z) # 0 falls |z — z| < r.

Dann ist auch p(z) =z — ){’((Z)) ebenfalls eine C2-Funktion.

Hla)=1- ﬁ (@) + @) (@)

also ¢'(z) = 0. Nach der Taylor-Formel gilt:

1
2 ~<p”(s)§ fiir ein s mit |z — s| < |z — 2| < 7.
——
<k

p(x) —¢(2) = (z - 2)

lo(x) = p(2)] = |z — 2| - k

Die Iteration liefert also eine Nullfolge, im Grenzwert erhalten wir ¢(z) = z. O

Beispiele
e Wurzelziehen: f(z) = a — 2
p(z) =0+ o5

Tn+1 = §xn + P

e Division: f(z) =1 —a
o(z) = 2x — ax?

Tptl = 2Tn — az?

n

Satz §9.18
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10 Metrische Rdume und Normen

Vorlesung
Gegeben sei eine (nicht leere) Menge X. Wir wollen auf X einen Abstands- 13.04.2004
begriff. Der Abstand zweier Elemente in X soll eine nicht negative reelle Zahl
sein. Eine Einheit wie zum Beispiel Kilometer oder Stunden lassen wir weg, weil
wir sie nicht brauchen.

Erinnerung: X x X ist die Menge aller Paare (u,v) mit u,v € X.

10.1 Die Axiome der Metrik
Eine Abbildung d: X x X — R heifit Metrik auf X, falls folgendes gilt:

Definition §10.1

(My)  d(u,v) =d(v,u) > 0 gilt fiir alle u,v € X
(symmetrisch, positiv)

(Msy) d(u,v) =0 genau dann, wenn u = v gilt.

(M3)  d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) fiir alle u,v,w € X
(Dreiecksungleichung)

d(u,v) d(v,w)
d(u, w)

u w

Abbildung 17: Die Dreiecksungleichung

Ist d eine Metrik auf X, so heifit (X, d) metrischer Raum. Die Axiome (M),
(M3) und (M3) formalisieren Alltagserfahrungen mit physikalischen Absténden.

10.2 Beispiele
Beispiel (a) X mit reeller Metrik:

Beispiel §10.2

X =R, d(u,v) = |u—v|

Behauptung: Das ist eine Metrik. (M) gilt offensichtlich, ebenso (Ms). Nach
Analysis T §1.4 gilt auch (M3).

Beispiel (b) X mit diskreter Metrik:

0 falls w=v
du,v) _{ 1 falls w#ov
(M;) und (M) gelten. Zu (Ms): Fir d(u,w) = 0 ist nichts zu zeigen. Falls
du,w) =1 = u # w. Fir jedes v € X gilt dann: v # w oder v # u, also
d(v,w) =1 oder d(v,u) =1, also d(u, w) < d(v,w) + d(v,u).
Diese Metrik heifit diskrete Metrik (weil der Wertebereich nur bestimmte
Werte annehmen kann).
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Beispiel (c) Computerbildschirm:

I={1,2,3,...,1024} J=1{1,2,3,...,768} X =1Ix.J
d:XxX—R d((ul,’l)l),(UQ,’Ug)) = |'LL1 —U2| + |1)1 —’UQ|

(My) und (Ms) gelten. (Ms) gilt auch:

luy — us] |1 — ua| + ug — us]

<
<

|vr — w3 |vr — va| + |vg — vs3|

also d((ul,vl), (Ug, U3)) S d((ul, ’Ul)7 (Ug,Ug)) + d((UQ,’UQ), (U3,’l}3)) = (Mg)

(uz,v2)

(U1, U1)

Abbildung 18: Pixelabstand am Bildschirm

Beobachtung
Beobachtung: Ist (X,d) ein metrischer Raum, und ist A C X eine (nicht §10.3

leere) Teilmenge, so ist die Einschrinkung der Metrik auf A x A wieder eine

Metrik, man sagt (A4, d) ist ein metrischer Teilraum (oder Unterraum) von
(X, d).

10.3 Die offene r-Kugel

Es sei (X, d) ein metrischer Raum, r € R, r > 0.
Fir u € X ist B, (u) = {v € X | d(u,v) < r} die offene r-Kugel um u.

Definition §10.4

In den vorherigen Beispielen sehen die Kugeln wie folgt aus:

Zu Beispiel (a) X mit reeller Metrik:

By(u)=]u—ru+r[CR

Abbildung 19: Offene r-Kugel in R

Zu Beispiel (b) X mit diskreter Metrik:

Bi(u) = {ve X|d(u,v) <1} ={u}
Bo(u) = {veXldu,v)<2}=X
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Zu Beispiel (¢) Computerbildschirm:

Bi((u1,v1)) = {(u1,v1)}
Bz ((u1,v1)) = {(ur,v1), (wr £1,01), (ug,v1 £1)}

(u1,v1)

Abbildung 20: Offene r-Kugel von Bildschirmpixeln

10.4 Folgen und metrische Riume

Definition: Eine Folge in einem metrischen Raum (X, d) ist eine Abbildung
N — X, die jeder natiirlichen Zahl n ein Folgeglied z,, € X zuordnet. Schreibe
wie gehabt (2,,),cy-

Sei (X, d) ein metrischer Raum, (z,), oy eine Folge in X. Wir sagen (2,),cy
konvergiert gegen x € X, lim =z, = =z, falls gilt: Fiir jedes € > 0 gibt es ein

N € N (abhéngig von ¢), so dass fiir alle k > N gilt d(zx, z) < e.
d(z,y) <e ist dquivalent zu y € B.(x)

Eine Folge hat hochstens einen Grenzwert: Falls lim z, = x und lim z,, =y,

so gilt x = y, denn sonst wére d(z,y) > 0. Setze ¢ = 3d(z,y) > 0. Fiir k > N
gilt dann d(zg, z) < e, d(zk, y) < e. Mit der Dreiecksungleichung folgt:

d(z,y) < d(z,z) + d(zk, y) < 2e =d(z,y) (Widerspruch)

Zu Beispiel (a) X mit reeller Metrik:

X =R, d(u,v) = |u— v| ~ Konvergenzbegriff aus Analysis I §3.1

Zu Beispiel (b) X mit diskreter Metrik:

Setze € = 1. Wenn lim z,, = z, so gibt es also N € N mit: d(xy,z) < 1 fiir alle
k>N, dh. zp =« fir alle k > N.

Zu Beispiel (c) Computerbildschrim:

Es gilt wie in Beipiel (b), dass konvergente Folgen ab einem bestimmten Fol-
genglied konstant sind.

Beispiel: X =R"” = {(v1,...,0,) | v1,...,v, € R}
Metrik: d(u,v) = Jus — vi| + |ug — va| + - - + |uy, — vy

Das ist eine Metrik, die Manhattan-Taxi-Metrik. Eine Folge von Vektoren
(Vk)pen in X konvergiert gegen einen Vektor u genau dann, wenn fiir jedes
i =1,...,n die Folge der i-ten Eintrige (Uixk)keN gegen u; konvergiert.

Warum? d(u,v) > |u; —v;| fiir jedes i =1,...,n

Definition §10.5

Vorlesung
16.04.2004
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10.5 Cauchy-Folge

Eine Folge (vy,),,cy im metrischen Raum heifit Cauchy-Folge, wenn sie folgende
Eigenschaft hat:

Definition §10.6

(CF) Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N so, dass fiir alle k,¢ > N gilt:
d(’l}k, ’Ug) <e€

Fiir X =R, d(u,v) = |u —v| ist das genau die Definition aus Analysis I (§3.17).

Satz: Ist (z,,),cy eine konvergente Folge in einem metrischen Raum X, dann Satz §10.7
ist (2n),cy eine Cauchy-Folge.

Beweis: Sei € > 0. Es gibt ein N € N so, dass fiir alle £ > N gilt d(xy,z) < §,
wobei x = lim x,. Fir k,/ > N gilt:

n—oo

d(zk, ze) < d(zg,x) +d(ze, ) <€
—_—  ——

< <

wlo
wlo

10.6 Vollstandigkeit

Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X
einen Grenzwert in X hat.

Definition §10.8

Zu Beispiel (a) X mit reeller Metrik:
(X,d) ist vollstidndig (nach Satz Analysis I §3.18).

Zu Beispiel (b) X mit diskreter Metrik:

(X,d) ist immer vollstindig:

Setze & = 3. Sei (zy,),,c eine Cauchy-Folge. Fiir k, £ > N gilt also d(zy, z¢) < %,
also x = xy. Die Folge wird konstant und konvergiert also.

Zu Beispiel (c) Computerbildschirm:

Der Bildschirm ist ebenfalls vollstandig.

Beispiel X =Q, d(u,v)=|u—vl:

(X, d) ist nicht vollsténdig, es gibt eine Folge (z,,),cy in Q, die gegen V24 Q
konvergiert (in R).

Beispiel A=]0,1]]={zeR|0<z <1}, d(u,v)=|u—uv|

(A, d) ist nicht vollstandig. g = 1, =, = % € A konvergiert gegen 0 € A, bildet
also eine Cauchy-Folge die in A nicht konvergiert.
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Bemerkung:

(1) Unterrdume metrischer Riume miissen nicht unbedingt vollstindig sein
(— spiter genaueres Kriterium).

(2) Die Begriffe Konvergenz, Cauchy-Folge und Vollstindigkeit hiingen nicht
nur von der Menge X, sondern auch und vor allem von der Metrik ab.

10.7 Abgeschlossenheit

Eine Teilmenge A in einem metrischen Raum (X, d) heiit abgeschlossen, wenn
fiir jede Folge (an),, oy in A gilt:
Falls lim a, =  existiert (in X), so gilt = € A.

n—oo

Beispiel: A =1]0,1], X =R, d(u,v) = |u — v| ist nicht abgeschlossen, denn

an = % € A hat keinen Grenzwert in A: lim a, =0¢ A
n—oo

Erinnerung: Abgeschlossene Intervalle im Sinne der Analysis I sind abge-
schlossen in R mit |u — v| = d(u,v).

[r, 5], [, oo], ] — o0, 9] = abgeschlossen.

Bemerkung: X und () sind immer abgeschlossen im Sinne der Definition.

10.8 Eigenschaften abgeschlossener Mengen

(a) Vereinigungen von endlich vielen abgeschlossenen Mengen
sind abgeschlossen.

(b) Durchschnitte von belicbig vielen abgeschlossenen Mengen
sind abgeschlossen.

Beweis von (a) mit Induktion nach der Anzahl der abgeschlossenen Mengen. Fiir
eine Menge ist das banal. Seien A;, Ao, ..., A, Axr1 abgeschlossene Mengen.
Setze B=A; UAsU---U Ak, C = Agy1. Nach Induktionsannahme diirfen wir
annehmen, dass B und C abgeschlossen sind, zu zeigen ist die Abgeschlossenheit
von BUC.

Sei (7,),,cy eine Folge in BUC, mit dem Grenzwert x = lim x,. Dann gibt es

eine Teilfolge (,,1) ey fiir die alle Folgenglieder in B oder alle Folgenglieder in
C liegen. Dann gilt:
klim Tpp =2 = lim z,

n—oo

Da B und C abgeschlossen sind, gilt: * € B oder x € C, jedenfalls x € BUC.

Beweis von (b): Sei A;,i € I eine Menge abgeschlossener Teilmengen von X. Sei
(n),cy eine Folge im Durchschnitt mit lim z, = x. Zu zeigen ist nun, dass

n—oo

auch x im Durchschnitt liegt.
Fiir jedes @ gilt: (2,,),,cy liegt in A;, also gilt © € A; (mit A; abgeschlossen).
Also liegt = im Durchschnitt. O

Definition §10.9

Satz §10.10
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Beispiel: (a) ist im Allgemeinen falsch, wenn man unendlich viele Mengen
zuliisst. X =R, d(u,v) = |u — v

Ay ={1}, Ay = [%71]7 Ap = [%71]

U 4; =]0,1] = nicht abgeschlossen.
i=1

Satz: Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C X, so ist A
vollstidndig als Unterraum genau dann, wenn A abgeschlossen ist.

Beweis: Angenommen A ist abgeschlossen, so ist zu zeigen, dass A vollsténdig
ist. Sei (an),y eine Cauchy-Folge in A, also existiert x = lim a, (weil X

vollstéindig ist). Weil A abgeschlossen in X ist, gilt = € A.

Angenommen A ist vollstindig. Sei (ay), oy eine Folge in A, die gegen z € X
konvergiert. Zu zeigen ist x € A. Dann ist (a, ),y eine Cauchy-Folge, also gilt
z = lim a, € A, weil A vollstandig ist. O

n—oo

Vollstindigkeit und Abgeschlossenheit: Fiir folgende Aussagen gilt Aqui-
valenz:

e X ist vollstindig < jede Cauchy-Folge konvergiert.

e A C X ist abgeschlossen < jede konvergente Folge (a,),,cy in A hat ihren
Grenzwert in A.

Beispiele:
e ]0,1] C R ist nicht abgeschlossen
e [0,1] C R ist abgeschlossen

e [0,5] U [201,395] ist abgeschlossen

Abgeschlossene Intervalle in R (oder endliche Vereinigungen davon) sind
abgeschlossen.

In einem diskreten metrischen Raum oder Bildschirm-Raum ist jede Teil-
menge abgeschlossen.

Bemerkung: Ist A ein Unterraum von (X, d) und ist A vollstdndig, dann ist
A abgeschlossen in X (folgt aus dem Beweis von Satz §10.11).

10.9 Vektorraume und Normen

Eine wichtige Klasse metrischer Rdume stammt aus der linearen Algebra, die
Vektorrdume.

Satz §10.11

Vorlesung
20.04.2004
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Definition: Sei V ein reeller Vektorraum (iiber den Koérper R). V darf
endlich oder unendlich viele Dimensionen haben. Ein Langenmaf fiir Vektoren
heifit Norm, wenn gilt:

|-V —R, u—|luf

——"
Norm
(N1)  lul[ =0
[lu| =0 u=0 fiir alle uw € V
(N2)  Jrul| = 7] - [Jull fiir allew € V,r € R
(N3) w4+ || < Jlu|| + ||v]] fiir alle u,v € V.

(Dreiecksungleichung)

Das Paar (V]| - ||) heifit dann normierter Raum. Jeder normierte Raum ist auch
ein metrischer Raum.
10.9.1 Die 1-Norm
V =R"™ = {reelle n-Tupel}
lully = fua| + Juz| + .- 4 [un|
Dies ist eine Norm, die 1-Norm. Beweis:

Zu (N7) Das gilt, klar.
Zu (N2) lrullr = [rua| + ...+ [rug| = [r| - fud] + o4 fr[ - Jun| = |r] - [ful]
Zu (N3)  ||u+tvl]s = Jurdvi|+. . .+ |un+on] < |ur]+|vr]|+. . Flun|+|va| =

[lully + [l
Lemma: Ist (V,|| - ||) ein normierter Raum, dann ist d(u,v) = [|u — v|| eine
Metrik.
(My) d(u,v)=|lu—v|| >0 (positiv)
d(u,v) = [|lu—v|[ =] = 1] |lu = vl = [|(=1) - (u = 0)]
=|lv—u|]| =d(v,u) (symmetrisch)

(My) d(u,v)=llu—v||=0cu—-v=0u="v

(Mz)  |lu—w|| = [[(u—v) + (v —w)|| <[lu—v]]+[Jv—wl

10.9.2 Das euklidische Skalarprodukt

Sei V = R"™. Fiir u,v € R" setze (u|v) =ujv; + ...+ upv,.
(] VxV-—R

Es gelten folgende Rechenregeln:

(@) (ufu)=0
(vju)y=0&u=0 fir allew € V

(i) (ulv+w)=(u|v)+(u|w)
(u+v|w)=(u|w)+(v]w) firalleu,v,weV

(bilinear)
(#i1) (rulv)y=r{ulv)={(u]|rv) fir allew,v e V,reR
(iv) (u|v)y=(v|u) fir alle u,v € V

Definition
§10.12

Lemma §10.13

Definition
§10.14
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10.9.3 Die euklidische Norm oder 2-Norm
Setze [lulle = v/(uu) = \/u? + 3 + ... +u2

10.9.4 Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Es gilt: [{(u|v)] <|lull2-||v]]z fir alle u,v € V =R"
Beweis: Setze a = (v |v) und b = —(u |v). Dann gilt:
0 < (autbv|au+bv)=a*(u|u)+b*(v|v)+ab(u|v)+ablv|u)
a®(u|u) +b*(v|v) 4+ 2ab(u|v)
also

0 < lwllz - [ull3 + (ulv)? - [[ol3 = 2|ll[3 - (uv)?

Falls ||[v]]3 = 0 & v = 0 nach (i), also gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Falls [|v]|3 # 0 teilen wir durch ||v]|3.

0 < oll3 - [Julld + {ulv)? = 2(uv)?
(ulv)? < (Jullz-[Jo]]2)* also  [(ufv)| < [lull2 - [|v]l2

Bemerkung: Es gilt fiir alle u,v € V:
llw +ol13 = [[ull3 + [Jv]5 +2(u|v)

Satz: Die 2-Norm ist eine Norm. Beweis:

Zu (N7) Deas ist klar.
Zu (N2)  |lrulla = v/(ru[ru) = /r2(u]u) = r||ull2
Zu (Ns) |lu+oll3 = [lull3 +[|v]13 + 2(u]|v)
<* ul |3+ [[v][3 + 2[[ul |2 - [v]]2
= (llull2 + [[vl|2)* also |lu+vll2 < [[ull2 +[[v]]2 O

* An dieser Stelle wird die Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwendet.

Es gibt auf R™ viele weitere Normen.

10.9.5 Die Maximums- oder Supremumsnorm

[|ul|oo = max{|ui], |ual, ..., |un|}

Das ist die Maximums- oder Supremumsnorm. Man rechnet schnell nach,
dass das eine Norm ist.

Satz §10.15

Satz §10.16
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10.9.6 Verhiltnis der Normen zueinander

Fiir alle drei Normen auf R™ gilt:

1
llully = Jlull2 = [lulloe = —llully ~ fiir alle u € R™

Beweis:
(|u1|—|—...—l—|un|)2 > |u1|2—i—...—|—|un|2
|u1\2—|—...+\un\2 > max{|ui],..., |u.|}
noma{funl, . [unl} > ]+ fun]

O

Konsequenz: Alle drei Normen liefern die selben konvergenten Folgen bezie-
hungsweise die selben Cauchy-Folgen!

Satz: R™ ist beziiglich jeder der drei Normen || - ||1, || - ||2, || - ||co VOllstédndig,.
Beweis: Es geniigt, die || - ||1-Norm zu betrachten, denn alle drei Normen liefern
die gleichen Cauchy-Folgen bzw. konvergenten Folgen nach Satz §10.17.

Sei (u)jey eine Cauchy-Folge in R (beziiglich der 1-Norm). Wegen [[ul|; =
|ua] +|ug|+. .. +|uy| gilt fir jeden Eintrag u;: ||ul|1 > |u;|. Firjedesj=1...n
ist deshalb die Folge (uj ),y eine Cauchy-Folge in R, also konvergent nach
Analysis 1.

Setze vj = kli_)n;o ujr und v = (v1,...,v,). Behauptung: kh_)ngo Uup = v.

ke

Wihle zu gegebenen ¢ > 0 eine Zahl N € N so, dass |u;r — v;| < € fiir alle
k > N und fiir alle j = 1...n. Dann gilt ||ux — v|}1 < n- ¢, damit folgt die
Konvergenz. O

Beispiel: X = C([a,b],R) = {f: [a,b] — R | f stetig}
Mit der Norm ||f]|c = sup{|f(z)|,z € [a,b]} ist dieser Vektorraum vollstindig.

Definition: FEin vollstdndiger, normierter Raum heif3t Banachraum.
Beispiele fiir Banachriume:

Endlich dimensionale Banachriume:

e R mit dem Absolutbetrag
R™ mit der 1-Norm

e R” mit der 2-Norm

e R” mit der Supremumsnorm
Unendlich dimensionale Banachrédume:

e C ([a,b],R) mit der Supremumsnorm

e Reg ([a,b],R) mit der Supremumsnorm
Beispiele, die keine Banachrdume sind:

e Polynomfunktionen mit der Supremumsnorm

e Step ([a,b], R) mit der Supremumsnorm

Satz §10.17

Satz §10.18

Beispiel §10.19

Definition
§10.20
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11 Stetigkeit von Funktionen

Wir betrachten Abbildungen zwischen metrischen Réumen.

11.1 Stetigkeit

Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heif}t
stetig, wenn fiir jede konvergente Folge (), oy in X gilt:

f(lim z,) = lim f(x,)
Beispiel: X C R, f: X — R stetig < stetig im Sinne der Analysis I.

Verfeinerung: f:Y — Y ist stetig im Punkt z € X, falls fiir jede Folge
(Tn), ey mit lim 2, =z gilt:
n—oo

lim f(x,) = f(z)

n—oo

Also ist f stetig genau dann, wenn f in jedem Punkt x € X stetig ist.

11.2 Lipschitz-stetige Funktionen

Eine Funktion f: X — Y heifit L-Lipschitz-stetig, wenn es ein L € R gibt
mit:
dy (f(w), f(v)) < L-dx(u,v) fiir alle u,v € X

Lipschitz-stetige Funktionen sind stetig.

Satz: Ist X - Y stetig und Y -4 Z stetig, so ist g o f: X — Z ebenfalls
stetig.

Beweis: Angenommen (z.,),, .y konvergiert gegen z € X.

Also lim f(z,) = f(z). Nun ist (f(z,))nen eine konvergente Folge in Y, also

Jimg(f(za) = g(f(2). .

11.3 Das e-0-Kriterium fiir Stetigkeit

Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen ist stetig in u € X
genau dann, wenn die Abbildung das e-d-Kriterium erfiillt:

Zu jedem € > 0 und jedem x € X gibt es ein 6 > 0, so dass aus dx(u,x) < §
folgt:
dY(f(u)af(x)) <e

Beweis: Angenommen, f ist stetig und das e-0-Kriterium gilt nicht: Dann gibt
es ein x € X und ein € > 0, so dass fir jedes n € N ein u, € X existiert
mit dx (un, ) < = und dy (f(un), f(z)) > . Es folgt also lim f(u,) = f(z).
Widerspruch.

Angenommen das e-6-Kriterium gilt. Sei lim z,, = x. Zu jedem ¢ > 0 finden

wir 0 > 0 mit: dx(xn,x) < 0 = dy (f(zn), f(z)) < e. Es gibt N € N so, dass
aus k > N folgt dx(zn,x) < d. Dann folgt also dy (f(zy), f(z)) < e fiir alle
k> N, also lim f(z,) = f(z). O

Definition §11.1

Definition §11.2

Satz §11.3

Satz §11.4
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Beispiel: Sei (X, d) ein metrischer Raum, 2o € X. Setze f(x) = d(x,x). Das
ist 1-Lipschitz-stetig:

|f(x) = f(y)| = ld(z, z0) — d(y, zo)| < d(z,y)

b

i)

Beispiel: C([a,b,R) — R, f— [ f(z)dx
Das ist stetig, wenn man auf C([a,b],R) die || - ||co-Norm nimmt, denn:

‘/abf(x)dx—/abg(a:)dx‘ = ‘/abf(x)—g(x)dx‘g/ab|f(x)_g(x)dX

IN

b
J 17 = gl dx = 117 = gllb— )
also ist die Funktion f +— f; f(z) dx sogar L-Lipschitz-stetig mit L = b — a.

Beispiel: C ([a,b,R) — C([a,b],R), [ F, F(z)=[f(s)ds

Beide Seiten versehen wir mit der || - ||oo-Norm. Dann ist das ebenfalls eine
lineare Lipschitz-stetige Abbildung.

11.4 Lineare Abbildungen in normierten Riumen

Fiir eine lineare Abbildung f: V' — W zwischen normierten Vektorrdumen sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig

(ii) f ist L-Lipschitz-stetig fiir eine Zahl L € R

(iii) Es gilt ||f(v)||lw < L |[v||y fiir ein L € R und alle v € V
Beweis: (ii) = (i) ist klar.
(iii) = (ii): Angenommen (iii) gilt. Fiir u,v € V gilt dann:

L ffu—=vlly 2 [|f(u) = f(0)llw = [If(u—v)llw
Das ist die Lipschitz-Bedingung, d.h. (iii) = (ii)
(i) = (iii): Wir nehmen an (i) gilt. Benutze e-6-Kriterium.
Zue=1und v=0 € V gibt es also ein § > 0 mit:
lv=0lly <6 = [lf(v) = FO)llw <e=1

Ist v =0, so ist f(v) =0, ist v # 0, so setze r = QHU%. Dann ist
llr=ollv = [r-llollv = g llollv = § < 8, also ||f(ro)llw = [r[-|f(0)[lw < 1,
r#0dawv0,also: ||[f(v)|lw < 3[lollv = L-|vllv 0

Bemerkung: Dieser Beweis zeigt auch: Eine lineare Abbildung, die in einem
Punkt stetig ist, ist uberall stetig.

Beispiel §11.5

Beispiel §11.6

Vorlesung
27.04.2004

Satz §11.7
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Beispiel: Sei V = C! ([a,b],R) der Vektorraum der 1-mal stetig differenzierba-
ren Funktionen und W = C ([a, b],R) der Vektorraum der stetigen Funktionen.
Sei f eine lineare Abbildung mit:

d
r_
frof =
Ist das stetig?

1. Versuch: Beide Vektordume, V und W, mit der || - ||co-Norm.

fulx) =2, f},(z) = na"" 1. s gilt also: ||f,]|o = nllfa-1]lc-

Angenommen die Abbildung wire stetig. Also gibt es L € R (nach vorigem
Satz) mit [|f]]oc < L -||flloc- Setze [a,8] = [0,1]. [|falloc = L[|}l = n. Die
Gleichung L - || fnlloo = L > || f] |lcc = n ergibt einen Widerspruch, da sie nicht
fir alle n € N gilt.

2. Versuch: Gleiche Vektorriume, gleiche Abbildungen, andere Normen.

Auf Vi fllv = [[fleo + 11/ loo
Auf W || fllw = | flloo (wie gehabt)

Dann gilt: [|f"[lw = [[f'llc < [[f'lloc + [[fllsc = |If[|v. Das Ableiten ist also
beziiglich dieser neuen Norm 1-Lipschitz-stetig!

Es ist also ganz wichtig, welche Norm betrachtet wird, wenn man tber Stetigkeit
spricht.

11.5 Stetigkeit von linearen Abbildungen

Lemma: Ist (V,]|-]|1) ein normierter Vektorraum und f: R™ — V eine lineare
Abbildung, dann ist f stetig beziiglich der || - ||;-Norm auf R™.

Beweis: Standardbasis fiir den R"™:

er = (1,0,...,0)
es =(0,1,...,0)

en=(0,...,0,1)

n n

Fiir v € R",v = (v1,v2,...,0n) = > vgek, f(v) = > vpfler) gilt:
k=1 k=1

[f)llv < loi] - [ f(e)llr + [va| - [[f ()]s 4+ < (Jor| 4+ |oa]) - L

mit L = max{||f(ex)llr, .- [ f(en)l 1}, also [f(0)lly < L-[[oll; O

Lemma: Sei || -|| eine beliebige Norm auf R™. Dann gibt es ein R > 0 so, dass
[lul| > R gilt fiir alle u € R™ mit ||u||; = 1.

Beweis (Widerspruchsbeweis): Wenn das falsch wére, giibe es also zu jedem
k € N einen Vektor uy € R™ mit ||ug|[y = 1 und [Jug|| < 1. Fiir jede Komponente
sk gilt |u; k] <1 fiir alle 4,k und wg = (w1 gy .-, Un,i)-

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrall (Analysis I §3.15) gibt es eine konver-

gente Teilfolge (u; 1), - Ersetze die urspriingliche Folge durch diese Teilfolge

Beispiel §11.8

Lemma §11.9

Lemma §11.10
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(umnummerieren der Indizes). Mache das selbe fiir ¢ = 2 (Konvergenz fiir i = 1
bleibt erhalten), und so weiter.

Wir erhalten so eine neue Folge (Teilfolge) (vi),cy S0, dass jede Komponen-
tenfolge (v k), cn gegen v; konvergiert. Dann konvergiert also die Folge (vi) e
gegen (vi,...,v,) beziiglich der 1-Norm. Wegen |lvg|[1 = 1 und ||vg|| < + folgt

ein Widerspruch, denn ||v||; =1 und ||v|| = 0.
Die Abbildung (R™, || - ||1) — (R™, ]| - |]) ist ja stetig. O
Zusammenfassung

Lemma 9:  (R™, || ]1) N (V1 - 11), f ist linear = f ist stetig
Lemma 10: (R™,||-|]) = 3R >0.Vu e R". |juli =1=|ju|| > R

11.6 Fundamentalsatz iiber endlichdimensionale
normierte Vektorriume

Es seien (V|| - ||v) und (W, || - ||w) normierte Vektorrdume und f:V — W
eine lineare Abbildung. Wenn V' endliche Dimension hat (z.B. V' = R"), dann
ist f (automatisch) stetig.

Beweis: Sei bq,...,b, eine Basis fiir V. Fiir v € V haben wir:

v = v1by + vabg + - - - + Vb, (v1,...,v,) ER"

Setze ||v|[1 = |v1] + -+ + |vn|. Nach Lemma 9 ist (V|| - ||1) <, Wl - llw)
stetig. Nach Lemma 10 gibt es ein R > 0 so, dass ||u||y > R fiir alle u € V mit
[lully = 1 gilt. Fiir u # 0 gilt: [|rrullv = mppllully =1 2 R, also

[lully

1
lully = Rllully & gllullv > llull

O
Vil - 1lv) w
id | stetig Wl lw)

!
(VoI 1l) — Topsehitrstetia

Abbildung 21: Stetigkeit im endlichdimensionalen Vektorraum

1. Folgerung: Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum, z. B. R™ = V und
sind || - ||o und || - ||p zwei Normen auf V', dann gibt es Zahlen A, B € R mit
[lulle < B-||ullp sowie ||u|lp < A-||ull, fiir alle w € V. Alle Normen auf R™ sind
also dquivalent.

2. Folgerung: Alle Normen auf R" liefern den gleichen Konvergenzbegriff.

Vorlesung
30.04.2004

Theorem §11.11

Folgerung
§11.12

Folgerung
§11.13
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Folgerung
3. Folgerung: Jeder endlichdimensionale normierte Vektorraum (z.B. R"™) ist §11.14

ein Banachraum.

Im Unendlichen ist das im Allgemeinen falsch.

11.7 Banach’scher Fixpunktsatz
Theorem §11.15
Es sei (X, d) ein vollsténdiger metrischer Raum (z.B. X = R™ oder eine abge-

schlossene Teilmenge von R™) und sei f: X — X eine kontrahierende Abbil-
dung, d.h. f ist L-Lipschitz-stetig fiir ein L < 1, also d(f(u), f(v)) < L-d(u,v).
Dann hat f genau einen Fixpunkt z € X, d.h. f(z) = z.

Beweis: (a) Es gibt hochstens einen Fixpunkt, denn sonst wiirde gelten: f(u) =
u, f(v) =v,u#v=d(uv)=r>0,dh d(f(u), f(v)) =d(u,v) <L-d(u,v).
Ein Widerspruch. Also kann es héchstens einen Fixpunkt geben.

(b) Es gibt (wenigstens) einen Fixpunkt. Wir finden ihn algorithmisch. W#hle
xo € X beliebig. Setze x1 = f(x¢) und rekursiv 2,41 = f(zp).
Behauptung: Die Folge (2,),,cy ist eine Cauchy-Folge.

d(za, 1) = d(f(x1), f(x0)) < L-d(z1,x0)
d(ws,w2) = d(f(x2), f(21)) < L-d(xg,21) <L - d(x1,20)
d(Tni1,20) = d(f(zn), flzn-1)) < L™ d(21, 20)

Es gilt also:

A(Thym, Tk) < A(Thpm, Them—1) + AThtm—1, Thpm—2) + -

< LR 4L 4 L+ 1) - d(z, 20)

1-Lm™
S Lk . 1 —L 'd(.T1,.CEQ)

1

< L*. 1L - d(z1,20)

| S —

konstant
Wihlt man k grof genug, so gilt: L* - ﬁ ~d(z1,20) < § fiir beliebiges ¢ > 0,

also d(Tk4m, Thie) < A(Thym, Tr) + d(Tpye, v1) < €. Also ist die Folge () ,cy
eine Cauchy-Folge. Setze x = klim zk. Behauptung: z ist ein Fixpunkt.

f(z) = f(lim zp = lim f(zr) = lim 2441 =2
k—o00 k—o00 k—o00

O
Der Beweis liefert ein gutes Ndherungsverfahren, um z zu finden. Wéhle zg € X,
setze xxy1 = f(z). Wir haben die Fehlerabschiitzung:

d(z,z) < L*- -1 - d(zo,x1)



11 STETIGKEIT VON FUNKTIONEN 80

Vorlesung
Beispiele: Sei X = [1,00[ C R mit |u — v| = d(u, v) ein metrischer Raum. X 07.05.2004
ist abgeschlossen in R, also vollstéindig. Betrachte f(z) = § + %: Beispiel §11.16
z 1 9
flz)=2 < x:§+f s =2 & =2
x

e Fiir x € X gilt f(x) = z: es gilt jedenfalls f(x) >0
z 1 x? 9 9
§+521®7—x+120®x—2x+220<:>(a:—1) +1>0

asoz e X = f(x)e X

e Finde L: |f(u) — f(v)| = |“5% 4+ 4| = |u— v ’% - L
Behauptung: |3 — 1| < 3
1_ 1 <1 ~1l <o

2 uv — \/

11 1 .

m—53<5 & <1 weil wv>1 /
1

2
1
2
Also gilt [f(u) = f(v)] < 3+ |u—2]

Setze xo =1,5=3, a1 =f(3)=3+2 =12, o1 —wo| = |3 — 1| = &
Nach n Iterationen haben wir also d(\/§7 mn) < 2171 -2 1—12 = 271% . %

Fiir n = 10 haben wir einen Fehler von < QT . g =1,63-1074.
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12 Offene Mengen und differenzierbare Abbil-
dungen

Erinnerung: Ein offenes Intervall J C R ist von der Form |a, b[,] — 00, al, ]a, ool

Ist x € J so gibt es ein r > 0 mit Jz—r, 2+r[C J. Wir benutzen diese Eigenschaft
als Definition offener Mengen.

Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum, U C X. Wir sagen U ist offen
wenn es fiir jedes u € U ein r > 0 gibt, so dass B,(u) C U (Erinnerung:
B, (u) ={v € X | d(u,v) < r}). Offene Intervalle in R haben offensichtlich diese
Eigenschaft.

Beachte: Die leere Menge () ist offen, ebenso ist X offen.

12.1 Offene und abgeschlossene Mengen

Satz: Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Menge U C X ist offen genau
dann, wenn ihr Komplement X \ U = {z € X | © ¢ U} abgeschlossen ist. Eine
Menge A C X ist abgeschlossen genau dann, wenn ihr Komplement X \ A offen
ist.

Beweis: Voriiberlegung: Wenn gilt nlgr;o x, = x, dann liegt in jeder B, (z) min-
destens ein x,,.

Angenommen, U C X ist offen, setze A = X \U. Falls A = ) ist A abgeschlossen.
Sei (an),cy eine Folge in A, die gegen x € X konvergiert. Zu zeigen: z € A.
Wenn z ¢ A, dann x € U, also gibt es ein r > 0 mit B,(z) C U, das heifit
B.(z) N A = 0. Es gibt aber ein n mit a,, € B,.(z), also B,.(x) N A # (). Das ist
ein Widerspruch. Also ist A abgeschlossen.

(U offen = X \ U abgeschlossen)

Sei nun A C X abgeschlossen, sei U = X \ A. Falls U = ), ok. Sei v € U. Wenn
es zu jedem k > 1 ein ax € A giibe mit a; € B (u), so klim ar =u € A. Das ist
ein Widerspruch. Also gibt es ein k mit B1(u) N A =0, das heifit B, (u) C U,
U offen.

(A abgeschlossen = U = X \ A offen)

X\(X\U)=U ~ X\Uabges. = U offen
X\(X\A)=A4 ~ X\Aoffen = A abges.

Achtung: Es gibt viele Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind. Bei-
spiel: Y = [0, 1[C R ist nicht abgeschlossen. Y ist auch nicht offen. Es gibt Men-
gen, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind (abgeschloffen), zum Beispiel
sind () und X immer abgeschlossen und offen.

12.2 Durchschnitte und Vereinigungen offener Mengen

Satz: Endliche Durchschnitte und beliebige Vereinigung offener Mengen sind
offen.

Definition §12.1

Satz §12.2

Satz §12.3
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Beweis: Benutze §10.10. Sei Uy, ..., U, offen.

X\NUin...nU,) =X \U1U...UX\TU,
N—— ~——
abges. abges.

Das ist also abgeschlossen nach §10.10, also ist Uy N...NU, offen. Sei {U;|i € I'}

eine Menge von offenen Mengen. Behauptung: |J U; ist offen.
iel
X\ (U U) = NX\U;) ist abgeschlossen, also ist | U; offen. O
i€l iel icl

12.3 Kurven

Wir wollen differenzierbare Abbildungen zwischen Banach-Ridumen (zum Bei-
spiel R™) studieren und fangen an mit Kurven.

Definition: Sei J C R ein Intervall (offen, halboffen, oder abgeschlossen) und
(V1| - ||) ein Banachraum. Eine stetige Abbildung ¢:J — V heifit stetige
Kurve in V.t c(t) € V.

Beispiele:
e V=R2 J=R, ¢i(t) = (cost, sint) € R?
e V=R3 J=R, ca(t) = (cost, sint, t) € R?

Z3

€2
H\ xr1 \ o
NEA
/ Z1

Abbildung 22: Funktionsgraphen von ¢; und co

Satz: Ist V =R", ¢: J — R"” eine Abbildung, dann wird ¢ beschrieben durch
die Koordinaten/Komponenten c(t) = (¢1(t), ca(t), ..., cn(t)). ¢ ist genau dann
stetig, wenn alle einzelnen c; stetig sind.

Beweis: Sei e, = (0,...,1,...,0) € R™ an der k-ten Stelle 1.

Daraus folgt c(t) = c1(t) - eqx + ca(t) - ea + ... + cu(l) - en. Sei (tm),,cy €ine

Folge in J, lim ¢,, =t, alle ¢j seien stetige Funktionen. Wahle € > 0 so, dass
lek(tm) — ci(t)| < e fiir alle k, alle m > N = ||e(tg) — c(t)|1 < n - e, also
lim ¢(t,,) = c(t), weil die || - ||;-Norm die gleiche Konvergenz liefert, wie || - ||.

Also: Alle ¢y, stetig, also ist ¢ stetig. ¢ = Py - ¢, Pip(v1,...,v;) = vy ist stetig.

Also c stetig, alle ¢, stetig. |

Definition §12.4

Satz §12.5
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12.4 Differenzierbare Kurven

Eine auf einem offenen Intervall I C R definierte stetige Kurve ¢ mit Werten
in einem normierten Vektorraum V heifit differenzierbar in ¢ty € I, falls die
Abbildung p:h — 3+ (c(to + h) — c(to)) eine stetige Fortsetzung in h = 0 hat,
falls also der Grenzwert

c(to) = p(0) = Jim w

existiert. Der Vektor ¢(tg) € V heifit Geschwindigkeitsvektor oder Tangen-
tialvektor an ¢ im Punkt ¢ und ||¢(¢o)]| ist die Geschwindigkeit von c in .

Falls ¢ in jedem t € I differenzierbar ist, heifit ¢ differenzierbar und falls die
Abbildung é: I — V, t +— ¢(t) stetig ist, heifit ¢ stetig differenzierbar.

Satz: Ist V = R" (mit beliebiger Norm), dann ist ¢:I — V genau dann
differenzierbar in ¢ty € I, wenn es die Komponenten cy, ¢s, ..., ¢, sind. Entspre-
chendes gilt fiir (stetige) Differenzierbarkeit.

Beweis: p(h) = (c(to+h) —c(to)) = (p1(h),p2(h),...,pn(h)) Die Behauptung
folgt aus Satz 5. O

Bemerkung: Dann gilt:
C/(t) = p(O) = (Cll (t)v Cl2(t)7 RN C;z(t))

Beispiel: Die Kurven aus den Beispielen in §12.4 sind stetig differenzierbar:

c(t) = (cost,sint,t)
d(t) = (—sint,cost,1)
@)l = (=sint)2+ (cost)2+12=v1+1=+2

Bemerkung: Entsprechend definiert man k-mal (stetig) differenzierbare
Kurven. Wenn ¢ zweimal stetig differenzierbar ist, heifit die 2. Ableitung é(t)
die Beschleunigung im Punkt ¢.

Vereinbarung: Ist I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall, ¢:I — V eine
Kurve, so heifit ¢ (stetig) differenzierbar, wenn es ein r > 0 gibt und eine (stetig)
differenzierbare Kurve e:]a — r, b+ r[— V mit e(t) = c(¢) fir alle ¢t € I.

12.5 Verkniipfungen von differenzierbaren Kurven

Satz: Seien I,J C R Intervalle, f:I — J eine (stetig) differenzierbare Ab-
bildung, ¢: J — V eine (stetig) differenzierbare Kurve. Dann ist die Hinterein-
anderausfithrung e = co f:1 — V, t — c(f(t)) eine (stetig) differenzierbare
Kurve und é(t) = f/(t) - ¢(f(t))

Beweis: Schreibe sg = f(to).

Vorlesung

11.05.2004
Definition §12.6

Satz §12.7

Bemerkung
§12.8

Vereinbarung
§12.9

Satz §12.10
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p(h) = £ (c(so + h) —c(s0))  p(0) = é(so)
q(k) = £ (f(to + k) — f(ta)) q(0) = f'(to)
Dann ist:
e(to + k) —e(to) _ c(f(to+k)) —c(f(t))
k k
_ p(f(to+k) = f(to)) - (f(to + k) — f(to))
k
= p(f(to+k)— f(to)) - q(k)
Fiir kK — 0 ergibt sich: p(0) - ¢(0) = f'(to) - ¢(to) O

Satz: Ist f:1 — R (stetig) differenzierbar und ¢: J — V eine (stetig) diffe-
renzierbare Kurve, so ist e: I — V, t — f(t) - ¢(t) eine (stetig) differenzierbare
Kurve mit der Ableitung:

e(t) = f'(t) - c(t) + f(t) - &(t)
Beweis: Gleiche Idee wie bei der Leibniz-Regel (siche Analysis I §7.6) O

12.6 Kurvenlinge

Die Léange einer stetig differenzierbaren Kurve c: [a,b] — V ist:
b
L) = [ lleteyat
Beispiel: Seien u,v € V und ¢:[0,1] — V, t — (1 —t)u+tv = u+t(v —u)

eine Kurve, so gilt:

c(t+h) —c(t)

) = Jim h
_ }llir%qu(thh)(v—u)fu—t(vfu):v_u

h
—
)
~
I

h
1 1
i ae = [ o= ull de = Jlo — ull(1 - 0) = d(uv)
0 0

Fiir gerade Strecken erhélt man also die gewohnliche Streckenlénge.

12.7 Umparameterisierung

Ist f:I — J eine streng monotone bijektive stetig differenzierbare Abbildung
und ¢:J — V eine Kurve, so heifit e = co f:1 — V, t — c(f(t)) die zu f
gehorige Umparameterisierung von c.

Man kann zeigen:

Satz §12.11

Definition
§12.12

Bemerkung
§12.13
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Beweisidee:
b b b
e = [leilde= [1£-asenla= [ 7] 1) a
af(b) ' '
- / llé(s)|| ds = L(e)  falls f >0
f(a)
Falls f’ < 0 dreht sich das Vorzeichen um. O

12.8 Reelle Funktionen

Kurven sind Abbildungen von R in Vektorrdume, jetzt betrachten wir Abbil-
dungen von Vektorrdumen nach R.

Es sei V' ein Banachraum und U C V eine offene Menge. Zu jedem u € U gibt
es also ein 7 > 0 so, dass U die offene r-Kugel B,.(u) = {v € V | |lu —v|| < r}
enthélt.

Wir interessieren uns fiir stetige Abbildungen f: U — R. Ist V' = R", dann ist
f) = f(vi,v2,...,v,). Un die Stetigkeit von f zu zeigen, geniigt es nicht die
Stetigkeit der Funktionen R 3 ¢ — f(vi,v2,...,v;-1,,j41,...,v,) zu fordern.

Vorlesung
M falls h # 0 14.05.2004
1'(to) falls h =0

also f(to+h)—f(to) = h-p(h) = p(0)-h+h-(p(h) —p(0)) = f'(to) - h+[h[-A(h)

Erinnerung an Analysis I: Wir hatten p(h) = {

p(h) —p(0) fiir h >0
mit A(h) =4¢ 0 firh=0 = )\ ist stetig!
p(0) —p(h) fir h <0

12.9 Differenzierbare reelle Funktionen -
efinition

Definition: Es sei U eine offene Menge in einem normierten Vektorraum V', §12.14
f:U — R stetig und ug € U. Wihle r > 0 so, dass B,(ug) C U. Wir sagen
f ist differenzierbar im Punkt ug, falls es eine stetige lineare Abbildung
A:V — R gibt, und eine stetige Funktion A: B,.(0) — R mit A(0) = 0 so, dass

fiir alle Vektoren h € V mit ||h|| < r gilt:
fuo +h) = f(uo) = A(h) + [[n]] - A(R)

Wenn U ein offenes Intervall in R ist, ist das genau die Definition aus Ana I.

Bemerkung: Wegen \(h) = f(u°+h)7||£(|r°)7‘4(h) fir h # 0 ist X\ eindeutig
durch A bestimmt.

Die lineare Abbildung A:V — R ist in dieser Situation ebenfalls eindeutig
bestimmt, und wir nennen df (ug) := A:V — R das Differential (oder die

Ableitung) von f im Punkt ug.
Paragraph
§12.15
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Warum ist A eindeutig bestimmt?

A(h) = f(uo+h) = f(uo) = [[n][ - A(h)
(h) = f(qurh)—f(uo)—HhH'S\(h)
(h) = |\h||()\~(h)—)\(h)) firo<t <1
= [[thll(A(th) — A(th))
¢ [[Pll(A(th) — A(th))
= |Ipll (A(th) = A(th))

NS

g)
tA() A
)

unabh. von ¢ gegen 0 firt — 0
also A(h) = A(h) fiir alle h mit ||h|| < r, damit folgt A = A O
Die Ableitung ordnet also einem Punkt u € U eine lineare Abbildung
df(u):V — R

zu. Eine Funktion, die in jedem Punkt w differenzierbar ist, heifit eine diffe-
renzierbare Abbildung. Um zu sagen, was es heiflt, dass eine Funktion stetig

differenzierbar ist, brauchen wir eine Norm auf der Menge aller stetigen linearen
Abbildungen von V nach R.

12.10 Dualraum

Definition: Es sei (V,]|-||v) ein normierter Vektorraum und
V* = {p:V — R ¢ ist eine stetige lineare Abbildung}

die Menge aller stetigen, linearen Abbildungen von V nach R (manchmal sagt
man auch Linearformen). V* heift Dualraum oder Dual von V und ist
ein Vektorraum: Fiir ¢, € V* ¢ € R setze ¢ + ¢ = [u — o(u) + ¥(u)],
cp = [u — cp(u)]. Dann sind ¢ + 1), cp wieder stetige lineare Abbildungen. Fiir
p € V* setzen wir [|p]] = sup{||(u)|| | u € V, |Jul| < 1}.

Satz: (V*,||-]|) ist ein normierter Vektorraum.

Beweis: Ist ¢ € V* und ¢ # 0 (das heifit ¢ ist nicht die Null-Abbildung), so
gibt es v € V mit ¢(v) # 0 und es folgt:

1 1 .
ol | (i) | = g 190 >0 mit o)l 0
o]l [lvllv
Aus [p(v) +9(v)| < |o(v)|+ ¥ (v)| folgt ||+ < [lo]|+][4]| und aus |ep(v)| =
le| - |o(v)] folgt ||e|l = || - ||el], also ist || - ||: V* — R eine Norm. O
Bemerkungen

(a) Esgilt: |o(0)| < |loll-|vllv, l|¢l| ist die kleinstmogliche Lipschitz-
Konstante fiir ¢
(b) V* ist sogar ein Banachraum: Fiir eine Cauchy-Folge (¢, ),y in
V*, setze p(v) = lim ¢,(v); das macht Sinn, weil @, (v) eine
Cauchy-Folge in R ist.
Wenn f differenzierbar ist, und die Abbildung df: U — V*, u — df (u) stetig ist
(beziiglich der gerade definierten Norm), dann heifit f stetig differenzierbar.

Definition
§12.16

Satz §12.17

Bemerkung
§12.18

Paragraph
§12.19
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12.11 Erweiterung der Kettenregel

Satz (Kettenregel von R — V — R): Ist ¢:1 — V eine stetig differen-
zierbare Kurve und ist ¢() C U, und ist weiter f:U — R stetig differenzier-
bar, dann ist g := foe: I — Rt — f(c(t)) stetig differenzierbar und es gilt

g'(t) = df (c(t))(c(t)).

Beweis: p(h) = 3 (c(to + h) — c(to))

(#(etto+n)) = £(c(to))

(f (to) + (c(to +h) — c(ty))) — f(C(to)))

(df (c(t0)) (c(to + h) — c(to)) + [le(to + ) — e(to)| X (c(to + h) — c(to)))
(c(to)) (p(h)) £ [Ip(R)]] - Ale(to + h) — c(to))

Das ist stetig in = 0 und ergibt dort g'(to) = df (c(to)) (¢(to)) = [||¢(to)]] - A(0)]

& SR m =

12.12 Richtungsableitung
Definition: Speziellsei0 e I, ugc U CV,veVund c:I — U, t +— ug+tv.

Dann (f o¢)’(0) = df (¢(0)) (¢(0)) = df (uo)(v).

Fiir v € V heifit die Zahl df (uo)(v) =: D, f(ug) auch Richtungsableitung von
f in Richtung v. Speziell fir V =R" und v =e; = (0,...,1,...,0) an der j-ten
Stelle 1 schreibt man

%W = df (uo)(e;) = D, f(uo)

Die Richtungsableitung einer Funktion f:U — R, U C R" in Koordinaten-
richtungen erhélt man also, indem man die Variablen x1,...,2;_1,Zj41,...,%7n
fest 148t und nur die j-te Koordinate variiert, man leitet also nach der j-ten
Variable ab und betrachtet die anderen Variablen als Konstanten:

g(z) = f('gla-~-7xj—1,$,xj+1,...7$n)
9'(z;) = agf (z)

Beispiel: Sei f:R3> — R eine Funktion mit f(z1,22,73) = 27 + 23 — 2o13.
Es ergeben sich die folgenden Richtungsableitungen:

axf (’1)171)2,7)3) - 21}1

ng (v1,v2,v3) = 2vg — v3

é;a—wfs(vl7v2703) = —V2

Bemerkung: Mit den Richtungsableitungen kann man das Differential ganz
konkret angeben:

hi(t) = uo +t(0,...,0,1,0,...,0) an der k-ten Stelle 1
hi(t) = (0,...,0,1,0,...,0) an der k-ten Stelle 1

df (uo) (1, (0 )) oy

Satz §12.20

Definition
§12.21

Vorlesung
18.05.2004

Bemerkung
§12.22
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Also gilt fiir h = (hq, ha, ..., hy):
"9
(o)) = 32 2wy
=1 97k

Weil h Linearkombination der Vektoren (0,...,0,1,0,...,0) ist, setzt man den
Gradienten ein:

of

Oz,

of

(o), 0—962(“0)’ - a—f(uo)) (sprich: Nabla f von ug)

Vf(uo) = ( .

Mit dieser Bezeichnung und Notation gilt fiir h € R™, h = (hy, ha, ..., hy):

Beispiel: Sei V =U = R? und f(z,y) = 22 — 2xy.

% =2r —2y g—g = -2
Vi(ur, ug) = (2ug — 2us, —2uq)

df (w1, u2)(ha, he) = (2u1, —2ug)hi — 2urhe = (Vf(ui,u2) | (h1, he))

Bemerkun,
Bemerkung: Ist f:V — R linear und stetig (f € V*), so ist f stetig diffe- §12.2§
renzierbar und df (ug)(h) = f(h), denn f(uo + h) — f(uo) = f(h) = df (uo)(h).

Satz §12.24
Satz: Sei U C R" offen, f:U — R stetig, dann ist f stetig differenzierbar
genau dann, wenn alle Ableitungen 887); existieren und stetige Funktionen auf

U sind.

Beweis: Wenn f stetig differenzierbar ist, so existieren die partiellen Ableitun-
gen % und sind stetig (vgl: §12.22). Fiir die umgekehrte Implikation betrachte:
g(u) = f(u) = (Vf(u) |u—ug). Dann hat g die gleichen Differenzierbarkeitsei-
genschaften wie f und Vg(ug) = Vf(up). Es gilt nun fir u = (ug,ue,...,u,),
Ug = (U1,07 U2,0y - - 7un,0):

g(u) — g(ug) = ZZ:l g(ui,uz, ..., up_1,u ,Uk+1,0,---,un,0)

- 9(”1;”27“-auk—lauk,Oauk-i-l,O;-~-aun,0)

Da die Funktionen (‘)BTgk stetig sind und %(uo) = 0 gilt, gibt es zu jedem &€ > 0
ein § > 0 mit |%(u)| < ¢ falls ||u — ug|| < 6. Mit dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung (Analysis I, §7.16) folgt:

n
l9(w) = g(uo)| < Y |lu —uolle = nlu — uole
k=1

Das heifit dg(ug) = 0, die Funktion g ist in ug differenzierbar. Man kann leicht
die Stetigkeit nachweisen. O
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Beispiele
Beispiel §12.25
e Sei V=R" und f(z) = ||z||2 =22 + 22 +--- +22.
aaTiZka Vi(x) =2z

(Also ist f stetig differenzierbar.)
e Sei V =NR3 und f(z,y,2) = 2xy — ycos(z).
Vf(.lf, Y, Z) = (2ya 2z — COS(Z)7 ysln(z))

12.13 Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen

Bemerkung
Ist V' ein Banachraum und U C V eine offene Menge, setze: §12.26

C' (U,R) = {f:U — R| f ist stetig differenzierbar}

Fiir beliebige f,g € C* (U,R) und ¢ € R setzt man (f + g)(u) = f(u) + g(u)
und (¢f)(u) = ef (u), damit gilt: d(f + g) = df + dg sowie d(cf) = ¢ - df

Mit (f - g)(u) = f(u) - g(u) ist (fg) € C'(U,R) und d(fg) = g-df + f - dg
(Leibnizregel).
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13 Ableitungen vektorwertiger Funktionen

Kurven J <V  Geschwindigkeit

Wir hatten betrachtet: ¥
Reelle Funktionen V —— R Differential

13.1 Die Operatornorm

Seien V, W Banachrdume, L(V,W) = {f:V — W | f ist stetig und linear},
zum Beispiel V = R"”, W = R™ ~» L(R"™,R™) entspricht eindeutig R™*™ also
der Menge der {n x m-Matrizen}. Offensichtlich ist L(V, W) ein Vektorraum,
wenn man setzt:

(f +9)(v) = flv) +g(v) fir fgeLV,W)
(cf)(w) =cf(v) fir feL(V,W)reR

Definition §13.1

Fir f € L(V,W) setze

sup{[lf ()llw | [lv]lv <1} = If]]

Diese Norm heifit Operatornorm auf L(V, ).

Satz §13.2
Satz: Sind (V, W) Banachrdume (zum Beispiel V = R”, W = R™), dann ist
L(V,W) mit der Operatornorm ein Banachraum.
Beweis: Warum ist das eine Norm? Ist f # 0, so gibt es v € V mit f(v) = w # 0,
also ) )
S0 =1 () 20 = Il #0
[lv[lv [|vllv
Einheitsvektor
Dreiecksungleichung fiir die Operatornorm:
1f () + g()[lw < [1f ()llw + [lg(v)]lw
Das bleibt im Supremum richtig, also ||f + g|| < ||f]| + ||g]l-
Zur Vollsténdigkeit: Sei (f,), oy eine Cauchy-Folge in L(V,W). Fiir v € V ist
dann (fy(v)),cy eine Cauchy-Folge in W, definiere f(v) = lim f,(v).
Bemerkung
§13.3

Bemerkung: Sind X, Y, Z Banachrdume, X Ty 2z stetige lineare
Abbildungen, so gilt [[g o f[| < [[gl| - |[f]| (submultiplikativ).

13.2 Differenzierbarkeit

Definition: Seien V, W Banachriume (zum Beispiel V = R", W = R™), sei
U C V offen, sei f:U — W stetig. Sei u € U, sei r > 0 mit B,(u) C U. Wir
sagen f ist differenzierbar in w, falls es eine stetige Abbildung A: B,.(0) — W
gibt mit A(0) =0 und A € L(V, W) mit

Definition §13.4

Fluth) — flu) = A(h) +||h|| - M) fiir alle h € B,(0)
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Falls f in jedem u € U differenzierbar ist, heiflt f differenzierbar. Die definier-
te Gleichung zeigt, dass die lineare Abbildung A € L(V, W) durch f eindeutig
bestimmt ist, wir schreiben D f(u) = A, also D f(u) € L(V,W):

fluth) = f(u) = Df(u)(h) + |[A]] - A(R)

Falls die Abbildung U — L(V, W), u — D f(u) stetig ist, heifit f stetig diffe-
renzierbar.

Beispiel §13.5
Bemerkung: Diese neue Definition passt zu den alten, bekannten Differen-
zierbarkeitsbegriffen:

e AnalysisI: f:U — R, U C R offen, f/'(u)-h = Df(u)(h) mit u € U CR,
heR

e Kurven: ¢: J — V, J C R offenes Intervall, ¢(t) € V', De(t)(h) = é(t) - h,
heR, teJ

e Reelle Funktionen: U C V offen, f:U — R, df(u):V — R linear,
D f(u)(h) = df (u)(h)

13.3 Beispiele

Beispiel: Ist f:V — W stetig und linear, dann ist f stetig differenzierbar:

Juth)— f() = (h) also Df(u)(h) = f(h)

Paragraph §13.6
Beispiel: Ist V=R" W =R"™, f:V — W.

f) = flor,ve, ... 0) = (fr(v1, -y 0n), fo(V1, oo oy )5 ooy fin(V1, ., UR))
Dann ist f (stetig) differenzierbar genau dann, wenn es die Komponenten
flv f27 ceey fm
sind. Setze fi:V — R, k=1,2,...,m. Fiir die Ableitung gilt dann:
Df(u)(h) = (wi,wa,...,w,) mit h=(hy,ha...,hy)
T
6:ck
In Matrixschreibweise erhalten wir:

hy w1y

Of .
(a—zk@) I N
=1...n
Beispiel: f:R?® — R2, (z,y,2) — (2022, —zy)

ofi 9dfi 9Of1 9
i drz 0 22x
ox oy Oz -
( ofs  Ofs Of ) = ( 0 ) ~ Df(z,y,2)

ox oy 0z -y

Beispiel §13.7
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13.4 Zweimal stetig differenzierbare Funktionen

Definition: Sei U C V eine offene Teilmenge. Eine Funktion U — W heif}t
zweimal stetig differenzierbar, falls f einmal stetig differenzierbar ist und
falls ihre Ableitung D f ebenfalls stetig differenzierbar ist.

fU—W u— fu)

Df:U — L(V,W) ur— Df(u)

D2f:U — L(V.L(V.W)) '+ D*f(u)
Df(u) ist eine stetige lineare Abbildung von V nach W. DDf = D?f ist eine
Abbildung mit D?f: U — L(V, L(V,W)), das heiBit D?f(u)(v) ist eine lineare
Abbildung von V nach W, also D?f(u)(v1)(ve) € W mit w € U und vy,v2 € V.

Beispiel: Sei U = R?> = V,/W = R und f:V — W eine Abbildung mit
fz,y) = 2® — 2y

1. Ableitung: Gradient V f(z,y) = (22 — 2y, —2x)

2. Ableitung: Bilde partielle Ableitungen von V f:

8?2 8?2
axafw (I7y) =2 W@fy(xay) =-2

9 9?
iz (@y) = =2 g (z,y)=0

13.5 Die Hesse-Matrix

Definition: Sei U C R™ eine offene Menge und sei f:U — R zweimal stetig
differenzierbar. Die Matrix
0% f "
H — Rnxn
(10 = (500 (u>)ij_1 e

heifit Hesse-Matrix von f im Punkt w € U. Gradient und Hesse-Matrix
braucht man zur Berechnung lokaler Extrema von reellen Funktionen.

13.6 Lokale Extrema

Erinnerung: Ein u € U heifit lokales Maximum einer Funktion f: U — R,
falls es ein r > 0 gibt, mit f(u) > f(u') fir alle v’ € B,(u). Entsprechend
definiert man ein lokales Minimum. Gilt f(u) > f(u’) fiir alle v’ # w in B, (u)
spricht man von einem strikten lokalen Maximum (Entsprechend: striktes
lokales Minimum).

Satz: Sei f:U — R stetig differenzierbar. Falls f in u € U ein lokales Extre-
mum hat, gilt df (u) = 0. Falls U C R™ bedeutet das:

gﬂi(u):(), firi=1,...,n
Beweis: Sei v € V. Setze c(t) = u+vt und g(t) = f(c(t)). Dann ist die Abbildung
g:] — r,7[— R stetig differenzierbar und hat ein lokales Extremum in 0 € R,

weil g(0) = f(u+tv) < f(u) beziehungsweise g(0) = f(u+tv) > f(u)) ist. Also
gilt ¢’(0) = 0 (siehe Analysis I). Mit der Kettenregel gilt nun:

g'(0) = df (¢(0)) (¢(0)) = df (u)(v) = 0, also df (u) = 0. Da df in R™ durch Vf
gegeben ist, gilt g—i(u) =0firi=1,...,n O

Vorlesung

25.05.2004
Definition §13.8

Beispiel §13.9

Definition
§13.10

Erinnerung
§13.11

Satz §13.12
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Beispiel:
o flz,y)=2>+y>  Vf(x,y) = (2x,2y)
Vi(x,y)=0 & (2,y)=0
L d f(xvy) :x2_y2’ Vf(%y) = (21'7 _2y)
Vi(z,y)=0 < (2,9)=0

(0,0) ist aber kein lokales Extremum dieser Funktion.

13.7 Linearitit der zweiten Ableitung

Ist f:U — R stetig differenzierbar, dann ist df (u) = D f(u) eine lineare Abbil-
dung V' — R. Die 2. Ableitung D?f(u):V — L(V,R) = V* (Dualraum von
V) ist ebenfalls eine lineare Abbildung. Fiir v,w € V ist D?f(u)(v)(w) € R.
Wir schreiben kurz:

D?f(u)(v,w) = D? f (u)(v)(w)
So geschrieben ist D? f(u) eine Abbildung V xV — R, (v,w) — D?f(u)(v, w).
Diese Abbildung D? f(u)(v,w): VxV — R ist offensichtlich in jedem der beiden
Argumente linear, das heifit D? f(u) ist bilinear. Fiir alle v, vy, va, w, wy, wy €
V,r € R gilt:

() D2 F(u)(v1 + vayw) = D2 (u) (v1,w) + D2f () (v, w)
(1) D2f(u)(v, w1 +ws) = D2 (u)(v,w1) + D f(u) (v, ws)
(i) D2 (u)(rv, w) = rD?f(u)(v,w) = D2f(u) (v, rw)

Die zweite Ableitung ist eine bilineare Abbildung. Ist U C R™,v = (v1,...,v,)
und w = (wy, ..., wy), so gilt:

D2 ->y wm: )ows = (1, vn) - H(F) ()

4,j=1 W,

Die Bilinearform D?f(u) wird also durch die Hesse-Matrix gegeben.

13.8 Die Kettenregel

Satz: Sind Vi, V5, V3 Banachriume, U; C Vi,Us; C V5 offen und f: U; — Vo,
g: Us — V5 Funktionen mit f(U;) C Us, so gilt: Wenn f, g stetig differenzierbar
sind, so auch go f: Uy — V3 mit D(go f)(u) = Dg(f(u)) o Df(u)

Beweis: Der Beweis funktioniert analog der Kettenregel fiir Kurven und reelle
Funktionen. ]

13.9 Die Symmetrie der zweiten Ableitung

Lemma: Seir >0, U = {(z,y) € R?| |z, |y| < r} und f:U — R zweimal

stetig differenzierbar, dann gilt:
21
0x0y

_f

509700

Beispiel §13.13

Bemerkung
§13.14

Satz §13.15

Lemma §13.16
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Beweis: Setze: F(z) = f(z,y) — f(2,0). Dann ist F stetig differenzierbar mit
F'(z) = % (z,y) - %(I,O). Nach dem Mittelwertsatz (Analysis I, §7.14) ist

F(z) —7F(86:) = F'(2)x fiir ein £ mit |2] < |z|, damit gilt:
of of
f@,y) = £(2,0) = f(0,9) + £(0,0) = 5 -(2, y)z + 5 (2, 0)z
Setze G(y) = %(iﬂ,y), dann gibt es § mit |g| < |y| so, dass:
G G(0)=G'(y G'(y) = Of s
(y) = G(0) = G'(9)y W) = 5,05 &)

Insgesamt: f(x,y) — f(x,0) — f(0,y) + £(0,0) = aydfx (Z,9)ry. Fangt man mit y
an, benutzt dann x, erhilt man: f(x,y)—f(x,0)—f(0,y)+f(0,0) = axe{y (Z,9)zy

62
mit |2, 7] < |z[; 3], 5] < [y| Fiir 2y # 0 hat man also: 221(7,§) = 24 (3, 9).

Lésst man x,y gegen 0 gehen, streben auch :c x,y,y gegen 0. Da f zweimal
(O 0) |

stetig differenzierbar ist, gibt im Grenzwert: 8a:ay £(0,0) = ayax

. . . L Vorlesung
Satz: Sei V ein Banachraum, U C V offen, f:U — R zweimal stetig diffe- 98.05.2004

renzierbar. Dann gilt: Satz §13.17
D?f(u)(vi,ve) = D*f(u)(vo,v1) fiiralle w € U, vy,v0 €V

Die Bilinearform D?f(u) ist symmetrisch. Fiir V = R" gilt speziell, dass die
Hesse-Matrix symmetrisch ist:
0% f o f
u) =
8:101-8%- axjal’l

(u) fiir alle i, j

Beweis: Setze g(x,y) = f(u+ xzvy 4+ yva) fir z,y € R, dann ist

%(wa y) = Df(u+ zvy +yva)(v1)
a—i(aﬂf, y)=D (U+$U1 + yv2)(v2)
%g—g( ,y): 2f(u+ zvr + yo2)(vi)(ve)
95 92 (@,y) = D? f(u+ zv1 + yv2)(v2)(v1)
Folgerung
Folgerung: Ist U C R” offen, v:U — R" stetig differenzierbar, so kann §13.18

man fragen, ob es eine stetig differenzierbare Funktion f:U — R gibt mit
v(u) = Vf(u) fiir alle u € U.

Beispiel: (a) v:R? — R? (z,y) — (y,2) [iR? — R, (z,y) — 2y
(b) v:R*> — R? (z,y) — (y,—=) [ gibt es hier nicht!
Eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass gz’{ = 81” fiir alle 4, j gilt. Ist noch
J
spezieller n = 3, setzt man
6’1}3 ng
81’2 613
rot(v) = | gt — 922
81}2 ovy
(91E1 amg

dann lautet die notwendige Bedingung rot(v) = 0. rot(v):R?® — R3 heifit
Rotation von v.
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14 Lokale Extrema reeller Funktionen

Wir betrachten eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f:U — R, U C
V eine offene Teilmenge eines Banachraumes. Gesucht sind (lokale) Extrema
(Maxima oder Minima) von f.

14.1 Schritt 1: Finden von potentiellen Extrema
Paragraph §14.1
Falls f ein Extremum in v € U hat, so gilt df (u) = 0, vergleiche §13.12. Zuerst

sucht man also die Punkte v € U mit df(u) = 0; falls U C R"™ bedeutet das,
man sucht Punkte v € U C R™ mit 8f -(u) =0 firie{1,...,n}.

14.2 Schritt 2: Validieren der gefundenen Stellen

Angenommen, df (u) = 0. Setze g(s) = f(u+ sv) fiir einen festen Vektor v € V,
v # 0 und geniigend kleine s € R. Wenn f ein Extremum in w hat, dann
hat g ein Extremum in 0. Nun ist ¢: | — r,7[ — R eine Funktion, die wir mit
den Mitteln aus Analysis I behandeln kénnen. Es gilt ¢'(s) = df (u + sv)(v).

g9"(f) = D*f(u+ sv)(v,v).

Paragraph §14.2

Schreibweise: Wir setzen h(vy,vs) = D?f(u)(v1,v2).
Wenn f in u ein lokales Maximum hat, muss g”(0) < 0 gelten, fiir ein Minimum
muss gelten ¢’/ (0) > 0.

Also:  f hat ein lokales Minimum in v = h(0,0) > 0 fiir allev € V
f hat ein lokales Maximum in v = h(0,0) <0 fir allev € V

Eine symmetrische Bilinearform h: V x V — R heifit

positiv definit fallsv A0 = h(v,v) >0
positiv semi-definit fallsv#0 = h(v,v) >0
negativ definit fallsv#0 = h(v,v) <0
negativ semi-definit fallsv #0 = h(v,v) <0
indefinit ansonsten

Beispiele

fley) =2 —y* ~  Vf(z,y) =2z, -2y)
Vi(z,y) =(0,0) & (x,y) = (0,0) ist einziger Kandidat fiir lokales Extremum.

Hesse-Matrix: H(f)(x,y) = ( (2) _g ) ~ Df(0,0)(v,v) :UT( (2) _(2) )v

e 11
() () (3 £) (1)

Das heiit, D?f(0,0) ist weder positiv semi-definit noch negativ semi-definit,
also kann in (0, 0) kein lokales Extremum liegen.

2

-2
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14.3 Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema

Wir suchen jetzt ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz lokaler Extrema.
Sei df (u) =0, g(s) = f(u+ sv). Dann wissen wir aus Analysis I §8.16:

o(s) = mm+¢m»s+/7»%»¢mdt

0

Flutsv) = ﬂw+Azﬁﬂwwmwwy@—wm

Angenommen, es gibt ein 6 > 0 so, dass fiir alle v € V mit ||v|]] = 1 gilt:
D?*f(u)(v,v) > 4, dann gilt fiir alle w nahe bei u, dass D? f(w)(v,v) > 2, der
Ausdruck im Integral wird also positiv, g(s) > ¢(0) fiir geniigend kleine s # 0.

Satz: Sei U C V offen, f:U — R zweimal stetig differenzierbar, sei u € U
mit df (u) = 0. Falls es ein § > 0 gibt so, dass fiir alle v € V mit ||v|| = 1 gilt:
D?f(u)(v,v) > 4, so hat f in u ein striktes Minimum, das heifit es gibt r > 0
so, dass fiir alle w € U mit [|[u — w|| <7 und w # u gilt: f(u) < f(w).

Gilt entsprechend D?f(u)(v,v) < —§ mit |[v|| = 1, so hat f in u ein striktes
lokales Maximum.

Beweis: Es gibt ein ¢ > 0 so, dass aus ||w — v|| < ¢ folgt: D?f(u)(v,v) > 3 fiir
alle v € V mit ||v]| = 1, denn: Setze A(v,v) = D?f(w)(v,v) — D?f(u)(v,v).
[|[A(v,v)|| < ||A]| - [v]|? (gilt fiir Operatornorm).

D? f(w)(v,v) = D*f(u)(v,v) — A(v, )

[D?f(w)(v,v)| = |D?f (u)(v,v)] = |A(v, v)|
—_———— ——

>0 >

[SI5)

(A(v,v) > & gilt falls w nahe bei u liegt.)
Es gilt: g(s) = f(u+ sv),9(s) = f(u) + [§ D*f(u+ts)(v,v) - (s — 1) dt O

Bemerkung: Wenn V endliche Dimension hat und D?f(u) positiv definit
ist, dann gibt es automatisch so ein § > 0, denn |[[v|| = +/D2f(u)(v,v) ist
eine Norm auf V. Weil auf endlich dimensionalen Vektorrdumen alle Normen
dquivalent sind (nach §11.12) gibt es ein 6 > 0 mit [[v]| = 1,|v]|" > V3, also
D% f(u)(v,v) > 4.

Satz: Sei U C R"™ eine offene Menge und f:U — R zweimal stetig differen-

zierbar. Sei u € U mit df (u) = 0 (das heifit V f(u) = 0). Dann hat f ein striktes
lokales Minimum (Maximum), falls D? f(u) positiv definit (negativ definit) ist.

Beispiel:
\Y (x7y) = (2x,2y), Vf(x,y) =0« (%,y) = (050)

f
) ,  H(f)(z,y) ist positiv definit, denn:

U1 ) =202+ 203 >0 fiir (v1,v9) # (0,0)

Satz §14.4

Vorlesung
01.06.2004

Bemerkung
§14.5

Satz §14.6

Beispiel §14.7
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b f(l‘ y) = 4y, (x7y) = (4y,4$), Vf(x,y) =0« (xay) = (070)

v=(4 )
(1 <3)

< i)— 44+4= 8>0

(1 - )(2 3)(_}):_4_4:_8@

Die Hesse-Matrix ist indefinit, also gibt es kein lokales Extremum.

d f(x,y) :xyzv Vf(as,y) = (y2,2.13y), Vf(a:,y) =0 y=0

HDwn = 5 3 )

H(f)(z,y) ist positiv semi-definit fiir z > 0
H(f)(x,y) ist negativ semi-definit fiir < 0

S =~

= Hier kann man Satz §14.6 nicht anwenden.

14.4 Definitheitskriterien

Im Folgenden soll kurz ein Kriterium betrachtet werden, mit dem sich die Defi-
nitheit einer Bilinearform leicht ermitteln lasst. Weitere Verfahren und Kriterien
werden in der linearen Algebra vorgestellt. Ist T:V — V eine lineare Abbil-
dung und v € V, v # 0 ein Vektor mit T'(v) = ¢ - v, so heiit v Eigenvektor
zum Eigenwert c. Es gilt der folgende Satz:

Ist T:R™ — R"™ linear und symmetrisch (selbstadjungierend, das heifit es gilt
(Tv|w) = (v |Tw) fir alle v,w € R", oder auch: T wird durch eine symme-
trische Matrix beschrieben), dann gibt es eine Basis vy, vs,...,v, des R™ aus
paarweise orthogonalen Einheitsvektoren, die Eigenvektoren von T sind, das
heifit es gilt: (v; |v;) =0, (v; |v;) = 1 sowie Tv; = ¢pv; fiir4,j =1,...,ni#j
und ¢y, Ca, ..., c, Eigenwerte von T mit ¢; < cp < --- < ¢y

Die Bilinearform (v,w) — (Tv |w) ist:

positiv definit S 0<g<e<---<e¢e,

positiv semi-definit < 0<c¢<c<---<gc,

negativ definit S << <0

negativ semi-definit < ¢, <---<c3<¢; <0

indefinit S g <0<e,

Beziiglich der neuen Basis {v1,ve,...,v,} hat T Diagonalgestalt:

g4 0 - 0
0 c -~ 0 det(T) =c1 ~co - ... - Cp

T= : o : , also: spwr(T)=c1+ca+...4+¢cn

0 0 - ¢
Falls T positiv definit ist, gilt also:  det( 7) > 0 und spur(7T’) > 0
Falls T negativ definit ist, gilt also: det(—7") > 0 und spur(7T") < 0

Paragraph §14.8
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Satz §14.9
Satz: Im R? gilt: det(7) > 0 und spur(T) > 0 = T ist positiv definit.
Beweis: det(T) =¢1 - ¢c2 > 0 und spur(7) >0 = ¢; >0und ¢z >0 O
Bemerkung
Bemerkung: Betrachtet man den R3, so reicht das Kriterium §14.9 nicht, §14.10
zum Beispiel ist die Matrix
-1 0 O
M = 0 -1 0
0o 0 3
indefinit, obwohl gilt: det(M) =3 > 0 und spur(M) =1 > 0.
Das Hurwitz-Kriterium
Satz §14.11
Satz: Ist M = (mij)?jzl symmetrisch, so ist M posititv definit genau dann,
wenn fir alle k =1,2,...,n gilt:
mipr - Mg
det : >0
Mgl Mgk
Beweis: Siehe Lineare Algebra, zum Beispiel Fischer: , Lineare Algebra“. O

Bemerkung: M ist negativ definit genau dann, wenn —M positiv definit ist.

Beispiel §14.12
Beispiel: Die Matrix

M =

ONI= N
W= DN N[
N W= O

ist nach dem Hurwitz-Kriterium positiv definit, denn:

DO =

det(2) =2>0 det ( 5

1 2 1
)45>0 det(M):8—7—5>0

NI= DN



15 MITTELWERTSATZ UND DAS LOKALE INVERSE 99

15 Mittelwertsatz und das lokale Inverse

15.1 Beschrinkte Funktionen

Es sei J = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall, V' ein Banachraum. Eine
Abbildung f:J — V heifit beschrankt falls es ein R > 0 gibt, so ||f(¢)|| < R
fiir alle ¢ € J. Die beschrénkten Funktionen auf .J bilden einen reellen Vek-
torraum (das heifit ||f(t)|]| < R, [lg@®)]| < S = ||(f +9)(t) < R+ S). Setze
I flloe = sup{||f(®)]| | t € J}, damit ist || - || eine Norm auf diesem Vektor-
raum, die Supremumsnorm. Setze B (J,V) = {f:J — V| f ist beschriinkt}
mit dieser Norm || - ||oo. In Analysis I hatten wir den Spezialfall V = R.

Lemma: B (J,V) ist ein Banachraum.

Beweis: Sei (fpn),cy eine Cauchy-Folge in B (J, V). Wegen [[fx(t) — fe(t)|] <
[ fi — fell ist (fk(t))keN eine Cauchy-Folge in V. Setze f(t) = klim fr(t). Wegen
—00

Nfe@®I < I felloo ist (||fx(t)|])ken beschrénkt, die Schranke héngt nicht von ¢
ab, also f € B(J,V).

Schliefllich gilt: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein N € N mit [|fy — fi|| < § fiir
k,¢ € N. Dann gilt ||f(t) — fe(t)|| = Lm |[fn(t) — fr(t)|] < § fir £ > N, also

lim f, = f.

15.2 Stufenfunktionen
Eine beschrénkte Funktion f heiffit Stufenfunktion falls es eine Zerlegung
So=a<s81<...<sSy=b

gibt, so dass f auf jedem Intervall |s;_1, si[ konstant ist. Die Menge Step (J, V')
aller Stufenfunktionen ist ein Untervektorraum von B (J, V).

15.3 Regelfunktionen

Eine beschriinkte Funktion f € B (J,V) die sich als Grenzfunktion einer Folge
von Stufenfunktionen schreiben ldsst, heiffit Regelfunktion.

f=lim f, fir f,¢€ Step(J,V)

Die Menge der Regelfunktionen ist ebenfalls ein Untervektorraum von B (J, V),
die Menge der beschriankten Funktionen. Die stetigen Funktionen sind Teilmen-
ge der Regelfunktionen.

B (J|7 V)
Reg (|J, V)

Step (J, V)

Abbildung 23: Funktionsklassen

Vorlesung
04.06.2004

Lemma §15.1

Definition §15.2
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Lemma: Reg(J,V) ist ein Banachraum (beziiglich der || - ||o-Norm).

Beweis: Wir zeigen: Reg (J, V) ist abgeschlossen in B (J,V'), dann ist es nach
§10.11 ein Banachraum.
Sei also (fn),cy eine konvergente Folge mit lim f, = f € B(J,V) und sei

fn € Reg (J,V) fiir alle n. Zu zeigen: f € Reg(J,V). Zu jedem n gibt es eine
Stufenfunktion g, mit || f, — gnllec < =. Idee: Zeige lim g, = f. Wihle N € N
n—oo

so, dass aus k > N folgt || fr, — f|| < § (fiir gegebenes € > 0). Dann gilt

gk = flloo = llgr = fx + f& = flloo < |lgk = frlloo + ||f5 = flloo <€

<

wlo

<

Bl

15.4 Das Riemann-Integral
Definition: Sei f:J — V eine Stufenfunktion zur Zerlegung
so=a<851<8<...<sy=b

sei f(t) = ¢, fur alle ¢ €]sk_1, s, setze
/ f 81—80)+02(82—81)+...+CN(8N—SN,1)

Die Abbildung Step (J,V) — V, f — f; f(t) dt ist linear, denn

/(f1+fz /f1 dt+/ fa(t)
/abcf(t)dt — c/a £t dt

und L-Lipschitz-stetig mit L = b — a, denn

b b b
[ toad < [lsold < [ 1ledt = @0 1

Ist (fn),,cn eine Folge von Stufenfunktionen, die gegen die Regelfunktion f kon-
vergiert, so konvergiert auch die Folge f: fn(t) dt (weil das Integrieren Lipschitz-
stetig ist), setze f; f(t)dt = Jim f; fa(t) dt

Das ist wohldefiniert (das heifit es hiingt nicht von der Wahl der Folge ab),
denn angenommen

lim f,=f= hm gn fiur  fn,g, € Step (J,V)

n—oo

dann gilt lim (f, - gu) =0, damit lim J2(fa(t) = ga(t)) dt = 0, also
hm f fn dt = hm f gn(t) dt. O

Lemma §15.3

Definition §15.4
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Satz §15.5
Satz: Das Riemann-Integral ist eine Lipschitz-stetige lineare Abbildung, *

Reg (L, V) — V, f — ff f(t) dt und es gilt:

b b
[ roa < [sola < il 0-a)
b b b
/ (f+a)b)d = / F(t) e + / o(t) dt

Satz §15.6
Satz: Ist f:J — V stetig, J = [a, ], so ist [ gleichmiBig stetig, das heifit ’

zu jedem € > 0 gibt es § > 0 mit:
s—tl<d = |lf(s)=f®)ll<e

Beweis (vergleiche Analysis I §6.14): Angenommen das wére nicht so. Dann
gibt es ein € > 0 und s,,t, € J mit |s,, — t,] < %, [|f(sn) — f(tn)]| > €. Nach
Bolzano-Weierstraf§ diirfen wir annehmen, dass (sn),, ey, (tn), ey konvergieren,
lim s, = 1in;o t, =t. Aber ||f(tn) — f(sn)|| > €. Im Grenzwert n — oo ergibt

dies aber ||f?t) — f(®)]] = 0. (Widerspruch) O

15.5 Regelfunktionen und Integration
Vorlesung
Satz: Auf einem abgeschlossenen Intervall J = [a, b] ist jede stetige Funktion 08.06.2004

f:J — V eine Regelfunktion, also C (J,V) C Reg (J,V). Insbesondere ist fiir Satz §15.7
jede stetige Funktion das Riemann-Integral definiert.

Beweis: Sei f:JJ — V stetig, sei ¢ > 0. Wahle § > 0 so, dass aus |s —t| < §
folgt: ||f(s) — f(t)|| < e (Das geht nach Satz §15.6). Wihle m € N so, dass
b=a 5 setze s =a+ k%, =0,...,m, setze cx = f(sk).

m

14 co fiir sp < s < sy

%f ¢ fir 51 <5< 59

\ i R ¢y fir s, =0

Abbildung 24: Stetige Regelfunktionen
Nach Konstruktion gilt: ||g(s) — f(s)|]| < € also ||lg — f|loc < &. Damit gilt:
f €Reg(J,V) O

Dieses Verfahren liefert einen Algorithmus zur numerischen Berechnung von
Integralen (Wéhle m grof}).

Bemerkung

Bemerkung: Ist V =R" und f(s) = (fl(s), fa(s),... ,fn(s)) eine Regelfunk- §15.8
tion (zum Beispiel eine stetige Funktion), dann gilt:

/abf(s) ds = (/abfl(s) ds,/abfz(s) ds,...,/abfn(s) ds)

denn das stimmt fiir Stufenfunktionen, also auch fiir Regelfunktionen.
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Beispiel:
o V=R? J=1[03], f(s)=1(s%5)
Jo 1(s) ds = (% 387 o= (9.9)
a,b], g(s) = (cos(s),sin(s))
5), = cos(s)) |Z = (sin(b) — sin(a), cos(a) — cos(b))

Vo V2
f A
U1
o Wg

0 3

Abbildung 25: Funktionsgraphen von f und g

Satz §15.9
Satz: Ist ¢:J — V stetig, a < to < b und g(s ft t) dt, dann ist g
stetig differenzierbar und ¢ = ¢ (dabei setzen wir fto =— f " ¢(t) dt, falls
s < t()).
Beweis: th ) ds — ft =g(t+h)—gt) = ftHh c(s) ds, also:

t+h
Gt +h) —g(t) — h-c(t) = / (c(s) — e(t)) ds

t+h
/t le(s) — e(t)]] ds

|Alsup {lle(s) — c(®)]| | |s —t] < h}

Also folgt g(t + h) — g(t) — h - c(t) = |h|A(h) mit A stetig und A(0) = 0, also
g(t) = c(t) O

Insbesondere gilt: g(b) — g(a) = f: c(t) dt = ffg(t) dt

gt +h) —g(t) = h-c()]]

IN

IN

Folgerung: Ist g:[a,b] — V eine stetig differenzierbare Kurve, so gilt:

b
/ i(s) ds = g(b) — g(a)

(Wende den Satz auf ¢ = ¢ an).

15.6 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Lemma: Ist f:J — L(V,W) eine Regelfunktion, so gilt: ¢ — f(t)(v) € W
ist ebenfalls eine Regelfunktion (fiir v € V fest gewihlt) und

/ " F6)w) at = ( / " 5o dt) (v)

Beweis: Das ist fiir Stufenfunktionen sicher richtig und bleibt im Grenzwert auch
fiir Regelfunktionen richtig. 0

Lemma §15.10
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Satz: Seien V,W Banachrdume, U C V offen und f:U — W stetig diffe-
renzierbar. Sind v € U und v € V so, dass u + sv € U fiir 0 < s < 1, dann
gilt:

Flu+v) — flu) = /01 Df(u+ sv)(v) ds = (/OlDf(u+sv) ds) (v)

Bleweis: Setze g(s) = f(u + sv),g:[0,1] — \1/, g(s) = Df(u+ sv)(v), also
fo g(s)ds =g(1) —g(0) = f(u+v) — f(u) = fo Df(u+ sv)(v) ds O

Folgerung: Seien V,W Banachriaume, U C V offen und f:U — W stetig
differenzierbar. Sind v € U und v € V so, dass u + sv € U fiir 0 < s < 1, dann
gilt:

1f(u+v) = fw)]] < |l - R

R=sup{||[Df(u+sv)|[|0<s<1}

Beweis: Der Beweis folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung:

1f(u+v) = flu)]] < /OI\Df(U+Sv)(v)I\dS

IA

1
/ IDf u+ so]| - [Jo] ds
0

IN

1
/ R |lofl ds=R-|Jol|
0
O

Bemerkung: Die Abbildung ¢ — ||Df(u + tv)]|| ist stetig, also existiert solch
ein R (siehe Analysis I §5.9).

Satz: Ist V ein Banachraum, U = {f € L(V,W) ’ IIf]l <1} und ist f € U,
dann hat die Abbildung v — v — f(v) = (idy — f)(v) ein stetiges Inverses
g€ LV,V).

Beweis: Setze g, = > p_o f* =idv + f+ f2+ -+ f" (geometrische Summe).
(idy — f)(idy + f+ f2 + -+ f*) = idy — f*"* sowie ||f"|| < [|f]|". Es gilt:
lim ||f]|" = 0 (weil ||f|| < 1), folglichist lim f™ = 0. Aus der Gleichung erhélt

man im Limes lim (idy — f) > ;_, f¥ = idy, denn (g,),,cy ist eine Cauchy-
Folge in L(V,V), also lim g, = Y2, f¥ = g, also: (idy — f) o g = idy. Man
rechnet genauso nach: g o (idy — f) = idy, also g = (idy — f)~ L. O

Man nennt Y f* die Neumann’sche Reihe (= geometrische Reihe) zu f.
k=0

(idv =)~ =D f*
k=0

Satz §15.11

Folgerung
§15.12

Satz §15.13
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15.7 Der Satz vom lokalen Inversen

Satz: Seien V, W Banachrdume (zum Beispiel V, W isomorph zu R"®), U C V
offen, f:U — W stetig differenzierbar.

Sei ug € U, setze T = D f(ug): V — W. Falls T ein Vektorraumisomorphismus
ist, gibt es ein r > 0 und ein Inverses g: B, (f(uo)) — U zu f. g ist stetig
differenzierbar und Dg(f(ug)) = T~ 1.

Mit anderen Worten: Die Gleichung f(z) = y ldsst sich fiir y nahe f(ug) nach
x auflosen.

Den Beweis zerlegen wir in Einzelschritte:

Satz: Satz 14 ist richtig, falls f eine stetige lineare Abbildung ist.

Beweis: Wenn f linear ist, so gilt D f(ug)(v) = f(v), das heifit T' = f ist ein Vek-
torraumisomorphismus. Dann ist 77!': W — V ein Vektorraumisomorphismus
(lineare Algebra) und T~! ist stetig, denn falls dim V endlich ist (§11.11) ist das
sicher richtig. Es ist auch im Unendlichdimensionalen richtig (Banachs Satz von
der offenen Abbildung, vergleiche Heuser — Funktionalanalysis). Jedenfalls ist
T—! = f~! dann stetig, setze g =T"1. O

Satz: Satz 14 ist in der folgenden Situation richtig:
Falls V =W, ug =0 = f(ug) und T = idy.

Beweis: (a) Behauptung: Es gibt ein r > 0 so, dass fiir ||u|| < r folgt: Df(u)
hat ein stetiges Inverses. Denn: Die Abbildung u +— D f(u) ist stetig, also gibt
es ein r > 0 so, dass folgendes gilt:

lull <r = [[Df(u) = Df(O)[| <1
——

=idy
Wegen Satz 13 ist D f(u) invertierbar (Neumann’sche Reihe). O
(b) Setze p(x) = z — f(x), dann gilt p(0) = 0 und Dp(0) = Didy — D f(0) = 0.

Es gibt also ein r > 0 so, dass |[Dp(u)|| < 3 fiir [|u|| < 7, und Df(u) hat ein
stetiges Inverses. Nach Folgerung 12 ist |[p(u)|| < 1 - r fiir [[u|| < 7.

(c) Behauptung: Ist |[u|| < & so gibt es genau ein u mit ||u|| < r und f(u) = v.
Denn: Betrachte ¢(x) = v+ p(x) = v+ — f(x). Fiir ||z|| < r gilt

la(@)I] < [lol] + [Ip(2)]] <7
~—  ———
<z <z

|
|

Setze X = {x € V | ||z]| < r}, das ist abgeschlossen in V, also vollsténdig,
¢: X — X ist stetig. Es gilt ||g(z) —q(y)|| = [|p(z) —p)|| < 5 - ||z —yl| (nach
Teil (b)). Wir kénnen Banachs Fixpunktsatz anwenden! = Es gibt genau ein
Element u € X mit q(u) = u, das heiit v + v — f(u) =u < v = f(u).

(d) Setze g(v) = u, das ist eine Umkehrfunktion. Warum ist ¢ stetig? Denn
v =p(v) + f(v) (folgt aus dem Anfang von (b)) also

[lor = wal| < [Ip(v1) = p(v2)l| +[[f(v1) = f(w2)ll
—_——

3 llvi—va]|

Vorlesung

11.06.2004
Satz §15.14

Satz §15.15

Satz §15.16
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Mit g(u1) = v1 und g(ug) = vy ergibt sich:

llg(u1) = g(ua)ll < 5 - [lg(ur) — g(u2)[ + [Jur + uz]]
lg(ur) = g(u2)l| < 2-[lur —waf| = g ist stetig

(e) g ist differenzierbar in jedem Punkt vy mit |[vi|| < §. Denn:
Setze g(vi+h) = u, vi+h = f(u), g(v1) = w1, v1 = f(ur) und b = f(u) = f(uw1).

lg(v1 + h) = g(v1) = Df(u1) " (h)]|
= |lu—u = Df(ur) " (f(u) = f(w))]|
[f(u) = f(ur) = Df(ur)(u—u1) + [|u— ur|[Mu — u1)]
lu— w1 = Df(ur) (D f (wr)(w = 1) + |Ju = ur [[A(u = ur))]
[[Df(ur) AMu—ur) [| - [lu — |
-

—0 —0

IN

also ist ¢ differenzierbar in v1 und Dg(v1) = D f(uq).

(f) g ist stetig differenzierbar, weil Df(g(vy))~! stetig von v; abhiingt.

Damit ist Satz 16 bewiesen.

Beweis von Satz 14: Setze f(z) = T~'(f(z + uo) — f(uo)), damit ist f stetig
differenzierbar, f:V — V, f(0) =0 und Df(0) = T~ 'Df(up) = idy.

Nach Satz 16 hat f ein lokales Inverses §. Lost man f nach f auf, liefert § ein
lokales Inverses g zu f. O

Beispiel: f(z) =22, Df(1)(v) =2v mit V=R =W.
Satz 14 sagt: f hat ein lokales Inverses, namlich g(y) = |/y.

15.8 Satz iiber implizite Funktionen
Vorlesung
Sind X,Y, Z Banachriume (z.B. R*, R, R™), U C X und V C Y offen, so ist 15.06.2004

X x Y ein Banachraum und U x V' C X x Y offen. Ist f:U x V — Z stetig
differenzierbar und ist (u,v) € U x V, dann ist

Df(u,v)(z,y) = D1 f(u,v)(x) + D2 f(u,v)(y)

mit Dy f(u,v): X — Z und Ds f(u,v):Y — Z oder ganz kompakt:

Df(u,v) = (D1f(u,v), Daf (u,v))

(D1 f(u,v), Daf(u,v) < ’ ) = Dy flu,v)(x) + Daf(u.v)(y)

Satz §15.17
Satz: Seien X,Y,Z Banachrdume, U C X und V C Y offen. f:U xV — Z *

sei stetig differenzierbar. Falls Dy f(u,v): Y — Z ein Isomorphismus ist, gibt es
Up C U offen mit u € Uy und eine stetig differenzierbare Funktion g: Uy — V'
mit g(u) = v und f(z,g(z)) = f(u,v) = const fiir alle z € Up. (Idee: Man will
die Gleichung f(x,y) = const lokal nach y auflésen.
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Beweis: Definiere 29 = f(u,v), f:UxV — Z, f(u,v) = (u, f(u,v)). Dann gilt:

pfwn (5 ) = (2w () =(pyfiney pustun ) (3)

Diese Matrix ist invertierbar mit Inverser:

( 1(114X sz(gw)—l )v A= =Dy f(u,v)"" D1 f(u,v)

Nach Satz §15.14 hat f ein lokales Inverses p definiert auf Uy x Wy € X x Z
mit f(u,v) e Uy x Wy
p(z,z) = (x,p(z,2)). Setze g(z) = p(z, zo) dann ist g stetig differenzierbar

und (z, f(z, g(x))) = f(x g9(x)) = f(z,p(z,20)) = f( (z,20)) = (x,20), also

f(z,9(x)) = 20 = const 0

Beispiel: X =Y =2=U=V =R, f(z,y) =22y Beispiel §15.18
Df(z,y) = (D1f(z,y), D2 f(z,y)) = (2z,—2y). Fiir y # 0 ist Dy f(z,y) inver-

i 1 iy

also g(z) = V14 22, g(0) =
Anwendung
Erste Anwendung: Niveaumengen (,Hohenlinien®) reeller Funktionen. §15.19
Sei f:U — R eine reelle Funktion, U C V offen in einem Banachraum V (z.B
V =R?). Sei v € U mit df (u) # 0. Weil df (u): V — R eine lineare Abbildung
ist, ist H = ker (df (u)) = {v € V | df (u)(v) = 0} ein Untervektorraum von V
und als Teilmenge in V' abgeschlossen, also ebenfalls ein Banachraum. Wéahle
w € V mit df (u)(w) # 0 (das heilt w & H), dann ldsst sich jeder Vektor v € V
eindeutig zerlegen in v = h + sw mit h € H und s € R, also V = H @ (Rw).

Schreibe f(h, sw) = f(u+ h+ sw), f ist eine reellwertige Funktion, es gilt:
D1f(0,0)(h) = df (u)(h) = 0

D> f(0,0)(s) = df (u)(w) - s # 0
also ist Do f(0,0) invertierbar und es gibt g mit f(h,g(h)) = f(0,0) fir h € H
nahe bei 0.

f(hyg(h)) = f(u+h+g(h)-w)=f(p(h)) mitp:Uy — V, Uy C H

Also f op = const, p parameterisiert diese Niveaumenge (Hohenlinie) nahe w.

15.9 Extrema mit Nebenbedingungen
Vorlesung
Definition: Sei U C V offen in einem Banachraum V/, 18.06.2004

Definition
U —R, f:U—R §15.20
q und f stetig differenzierbar. Setze ¢71(0) = N = {u € U | q(u) = 0} als
Nebenbedingung, das sind die Nullstellen von ¢. Ein Punkt v € N heifit Maxi-
mum/Minimum oder Extremum von f mit der Nebenbedingung ¢ = 0,
falls fiir alle v € N gilt:

flw) > f(v) <= Maximum von f mit Nebenbedingung
f(u) < f(v) <= Minimum von f mit Nebenbedingung
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15.10 Der Lagrange-Multiplikator

Satz: Sei U C V offen, f,q:U — R stetig differenzierbar, sei v € U mit
q(u) = 0 und dg(u) # 0. Wenn u ein Extremum von f mit Nebenbedingung
g = 0 ist, dann gibt es r € R mit df (u) = r - dq(u). Die Zahl r heifit Lagrange-
Multiplikator. Falls U C R"”, heifit das

Satz §15.21

_ of .\ _ . 0q
Vi) =r-Vol) < g =r L
mit ¢ =1,2,...,n fiir letzteres, welches ein Gleichungssystem darstellt.

Beweis: Weil dg(u) # 0 und dg(u)(w) # 0, nach der vorigen Diskussion finden
wir ¢ W — R, W C H = ker (dg(u)), mit g(u + h + g(h) - w) = 0 = const
fir h € W und dg(0) = 0. Ist u ein Extremum von f in w, so verschwindet die
Ableitung der Funktion h +— f(u+ h+ g(h) - w) an der Stelle h = 0, also

0 = df(u)Dh—u+h+g(h) w](0)(v) firve H beliebig
v+dg(u)(v)-w
df (w)(dg(0)(v) - w) + df (u)(v) das heiBt H C ker (df (u))

Setze df(u)(w) = r - dq(u)(w) mit r = L0,

|

#0
Jedes v € V' lésst sich schreiben als v = h 4 sw mit h € H,

df (u)(v) = df (u)(h + sw) = df (u)(w) - s
dq(u)(v) = dq(u)(h + sq) = df (u)(w) - s
= df(u)(v) =dq(u)(v)-r = df(u)=dq(u)-r firaleveV

Beispiel §15.22
Beispiel: U = {(x,y,2) | x,y,z > 0}, f(z,y,2) =z +y+ 2.
Nebenbedingung: xyz = 1, was ist das Minimum unter dieser Nebenbedingung?
q(z,y,2) = zyz — 1, Vq(yz,xz,zy) # 0 fir z,y,2 € U — gut!
Vi(z,y,z) = (1,1,1). Ist u Extremum, gilt r(yz,zz,zy) = (1,1,1) also z =
y = z = 1. Man sieht schnell ein: Das ist auch ein Minimum von f unter der
Nebenbedingung ryz = 1.

15.11 Extrema mit mehreren Nebenbedingungen
Satz §15.23

Satz: Sei U C V offen, f:U — R stetig differenzierbar und q1,q1,...,qm
stetig differenzierbare Funktionen mit ¢1,q1,...,¢mn : U — R. Die Menge N
bezeichnet die Nebenbedingungen:

N={ueU|qu) =qgu)=...=qgnu) =0}
Auf dieser Menge suchen wir Extrema von f, das heifit v € N mit:
veN = f(u) > f(v) ~ Maximum, f(u) < f(v) ~» Minimum

jeweils mit Nebenbedingung ¢1,qs,...,gn = 0.
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Falls u ein Extremum von f mit dieser Nebenbedingung ¢; = ¢» = .

Gm ist, und falls dgi(u) # 0,dga(u) # 0, .. 7dqm( ) # 0, so glbt es Zahlen
71,72, ..., Im mit df (u) = r1dgi(u) + radga(u) + . .. + rpdgm (uw). Diese Zahlen
heiflen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis: Wie vorher mit m = 1.

In Koordinaten heifit das: U C R, n < m. Vf(u) = Vg (u)+...+7mVan(u)

0 0 Oqm
2L (u) %0 () ... Qm(y) r
o (u) Sar(y) .. Gim(y) P

Beispiel: Sei A € R” eine symmetrische (n x n)-Matrix (das heift A = AT
oder a;; = aj; fiir alle 4, j). Betrachte

[ R — R,z aT Az = (2] Az) = Z AT
3,7=1

n

Nebenbedingung: ||z||2 = 1, das heifit 27 Z 1, also a(z) = 2T -2 —1,

gesucht: Extrema. Wir miissen df und dq ausrechnen

flu+h)—fu) = (w+h)TA(w+h)—u’Au=h"Au+u Ah + hT Ah
= 2uTAh+hT AR also  df(u)(h) = 2uT Ah
also df (u)(h) = 2u”Ah und dg(u)(h) =2u"h

(vorige Rechnung mit A = 1). In einem Extremum mit Nebenbedingung ¢ = 0
gilt also: 2ru” = 2u” A also ru = Au, das ist ein Eigenwertproblem. Also: Die
Extrema von f unter der Nebenbedingung ¢ = 0 sind Einheits-Eigenvektoren.

Satz: Sei A C R"™ abgeschlossen und beschrankt (das heifit es gibt ein R > 0
so, dass ||a|| < R fiir alle a € A). Falls f: A — R stetig ist, gibt es m, M € A
so, dass f(m) < f(a) < f(M) fiir alle a € A. Insbesondere hat f ein Maximum
und ein Minimum.

Beweis: Wir zeigen, dass M € A so existiert. Angenommen, f ist nicht nach
oben beschrénkt, dann gibt es zu jedem k € N ein a, € A mit f(ag) > k.
Weil A beschrinkt ist, ist ; = {a; | a = (a1,a2,...,a,) € A} beschrénkt fiir
7=12,... ,n. Wir finden eine Teilfolge aj}, so, dass die Folge ay 1 konvergiert:
aj, = (aj 1,0} 95 - - -, @y, ). Das machen wir nacheinander fiir alle Komponenten,
dann erhalten wir eme Tellfolge ay fiir die alle Komponentenfolgen konvergieren,
also existiert khm al =a € A Aber f(a}) > k und klirgo f(a}) = f(a). Ein

Widerspruch. Also existiert L = sup{f(a) | a € A}. Zu jedem k € N gibt
es ar € A mit f(ax) > L — . Wir konnen wie vorher zu einer konvergenten
Teilfolge aj, iibergehen. f(a}) > L — 1, klim ay = a, klim flay) = fla) =L
Setze M = a, damit sind wir fertig. Die Existenz von m € A folgt, indem man
die Funktion —f betrachtet. O

Insbesondere folgt also: Die Funktion f(z) = (x| Az ) hat auf der beschrinkten
Menge {z € R" | ||z||2 = 1} ein Minimum wund ein Maximum.

Beispiel §15.24

Vorlesung

22.06.2004
Satz §15.25
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Folgerung
Folgerung: Jede reelle symmetrische Matrix A € R™*™ hat wenigstens einen §15.26

Eigenvektor. (Genauer: R hat sogar eine Basis aus Eigenvektoren von A).
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16 Gewohnliche Differentialgleichungen
16.1 Uberblick

In einer gewohnlichen Differentialgleichung tauchen nur Ableitungen nach ei-
ner reellen Variablen auf, in partiellen Differentialgleichungen tauchen dagegen
partielle Ableitungen auf. Beispiele:

e Gewdhnliche Differentialgleichung: y' = y?

e Partielle Differentialrechnung: aag:afm (z,y) + %(x, y)=0

Viele Naturgesetze sind Differentialgleichungen, zum Beispiel Newtons Ge-
setz: F = m-d. Das ist die Bewegung eines Teilchens im R? in einem Kraftfeld
(F gibt das Kraftfeld an, @ die Beschleunigung).

Man kann das Gesetz als gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung (es tau-
chen 2. Ableitungen auf) schreiben:

F=m-¢ mit R —R3, t c(t)

Ebenso kann man F' = m - a eine gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung
im R® betrachten, indem man eine neue Funktion v mit v = ¢ definiert. Es
ergibt sich: FF'=m - v

16.2 Das Vektorfeld

Definition: Sei V ein Banachraum (z.B. V = R™) und U C V offen. Eine
stetige Abbildung &: U — V heifit Vektorfeld auf U. Jedem u € U wird also
stetig ein Vektor {(u) € V zugeordnet.

Abbildung 26: Das Vektorfeld

Beispiel:
o {(u)=wy €V (konstantes Vektorfeld)

o {(u)=u

Paragraph §16.1

Definition §16.2
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16.3 Die Integralkurve

Definition: Eine stetig differenzierbare Kurve ¢: J — V heifit Integralkur-
ve (beziiglich &), falls fiir jedes ¢ € J gilt: ¢(t) = £(c(t))

Definition §16.3

U

Abbildung 27: Die Integralkurve

Diese Bedingung ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir ¢, die wir 16sen
wollen. Wir sehen spéter: Jede gewohnliche Differentialgleichung lésst sich so
formulieren.
Beispiel: Es werden wieder die Beispiele aus §16.2 betrachtet:

o c(t) =u+t-wy = &t) =wo=E(c(t))

o {(uy=u = c(t)="7 (Hier ist die Losung noch unklar!)

16.4 Lokaler Fluss

Wir fassen viele Integralkurven in einer Funktion zusammen.

Definition §16.4
Definition: Sei £&:U — V ein Vektorfeld, sei w € U, r > 0 und sei Uy C U
eine offene Teilmenge mit u € Uy. Eine Funktion ¢:] — r,r[xUy — U mit
(t,v) — @(t,v) heifit lokaler Fluss, falls gilt:

e »(0,v) = fir alle v € Uy

e Fiir jedes v € Uy ist die Kurve ¢,(t) = ¢(t,v) eine Integralkurve fiir &.

Betrachte ¢, (0) = v fiir v € U, é,(t) = £(cu(t))

Abbildung 28: Lokaler Fluss
Beispiel:  £(u) = wo, ¢(t,v) =v+t-wp ist ein Fluss, denn:
©(0,v) = v, ¢,(t) =v+t-wo, ¢,(t) =we = f(cv(t))

Fiir 7 > 0 setze B.(z) = {y € V | ||y — «|| < r}. Das ist die abgeschlossene
r-Kugel um v.
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Satz (Lokale Existenz und Eindeutigkeit des Flusses): Sei £&:U — V ein L-
Lipschitz-stetiges Vektorfeld und sei v € U, dann gibt es a,b > 0 und einen
lokalen Fluss ¢:] — b, b[x B, (u) — U. Ist ¢:] — b, b[x Ba(u) — U ein anderer
Fluss, so gilt ¢(t,v) = ¢(t,v) wann immer:

(t,v) € (] = b,b[xBq(u)) N (] — b,b[x Ba(u))
Also fiir alle (u,v) im gemeinsamen Definitionsbereich.
Beweis: Wihle 1 > a > 0 so, dass Ba,(u) C U (zum Beispiel Bs,(u) C U). Fiir
x € By, gilt dann [|¢(z) — &(u)|| < 2aL, also ||£(z)]| < [|€(u)|| +2aL = k. Wihle
b >0 so, dass b < % und b < 1. Setze I = [—b,b] und
X, = {c:I — U | ¢ stetig, ¢(0) = v} fiir v € Ba,(u)

Die Menge X, ist Vollstandlg in der Supremumsnorm.

Setze S, (c)(t) —11+f0 ) ds, Sy(c)(0) = v,

150 (e)( *v\l—ll/ §(c dS|I</ 1€(e(s))l| ds < Jt| -k <b-k <a

Das heisst S,(c)(t) € B,(v) und S,: X,, — X, ist eine stetige Abbildung. Fiir
C1,Co € Xyt

150 (c1)(t) = Su(e2)(B)]| = ||/ (£(ea(s)) = &lea(s))) ds|]
0
/O 1€(c1(s)) — &(ca(s))]] ds < L-[ler — ealfoo - b

L-|le1(s)—c2(s)]]

also S, ist Lb-Lipschitz-stetig und wegen Lb < 1 kontrahierend. Nach Banachs
Fixpunktsatz gibt es ¢, € X, mit S,(c,) = ¢p. ¢(t) = v + fo cy(8)) ds, das
ist stetig differenzierbar.

éult) = E(es(t)), eo(0) = v

Setze ¢(t,v) = ¢,(t), das ist der gewiinschte Fluss; weil ¢, ein Fixpunkt ist, ist
¢, eindeutig bestimmt nach Banachs Fixpunktsatz. O

16.5 Picard-Iteration

Bemerkung: Der Satz liefert einen Algorithmus zur ndherungsweisen Losung
der Differentialgleichung: Setze co(t) = v, ¢1(t) = Sy(co), ca(t) = Sy(er), ...,
¢nt1(t) = Sy(cy). Das Verfahren heifit Picard-Iteration.

Beispiel: U=V =R, {(u) = u, DGL ¢ = ¢ = &(c)

co(t) =v

cl()—v—l—foco ds-v—i—vadS—v—i—vt

02():v+f0 (v+vs) ds = v+ vt + Lot?

eat) =v(l+t+ 22+ 13 4 )

Das konvergiert gegen ¢, (t) = vexp(t), ¢, (t) = vexp(t) = ¢, (t), ¢, (0) =v

Satz §16.5

Vorlesung
25.06.2004

Bemerkung
§16.6
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Satz (gleiche Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in Satz §16.5): Die Ab-
bildung B,(u) — C(I,V),v — ¢, ist Lipschitz-stetig, und der Fluss ¢ ist
stetig.

Beweis: Sei 2,y € B,(u). Dann gilt
[152(cy) (8) = cy ()] = [152(cy) (2) = Sy (cy) ()|
t
= o=yt [ (€l ) ~€ley(s) asl = Jlo =]
Setze R =5b-L < 1, dann gilt:
192 (ey) — eyll <1157 (ey) = SEHey) I+ 1S5 (ey) — S 72(ey)l|
to F8a(ey) =gl S (BT + R 4.+ R+ 1)z —y]
= [lez = ¢ylloo < T2gllz =yl
Damit ist ¢ stetig:
llp(t,v) — @t + 11,0+ 01| < llo(t,v) — @t + 11, 0)]]
+ ot 4 t1,0) =@t 4 t1, v+ v1)]
= Jlev(t) = co(t +t)l| + [leo(t +11) = Coqu, (E+ 1)

klein fiir t; klein, klein fiir t; klein,
weil ¢, stetig ist wegen oben

16.6 Lokale Lipschitz-Stetigkeit

Definition: Eine Abbildung f:U — W heifit lokal Lipschitz-stetig falls
es zu jedem u € U ein r > 0 und ein L gibt, so dass fiir alle z,y € B,.(u) N U
gilt:

1f(2) = FW)ll < L]z -yl
Solch eine Abbildung ist stetig, und eine Lipschitz-stetige Abbildung ist lokal
Lipschitz-stetig.

Satz: Ist f:U — W stetig differenzierbar, dann ist f lokal Lipschitz-stetig.

Beweis: Sei u € U, withle T > 0 so, dass Br(u) C U. Weil f stetig differenzierbar
ist, gibt es » < 7 so, dass |[|Df(z) — Df(u)|| < 1 fiir alle x € B,.(u). Es folgt
[|Df(x)|| <||Df(u)]| + 1= L. Dann gilt fiir 2,y € B, (u):

1
f (=) = FW)ll = H/O Df(sz+ (1= s)y)(z —y) ds|

1
< / [[Df(sz+ (L =s)y)|[ ||z —y[lds < L - ||z — y]|
0
<L

Beispiel: f(x) = 22 ist nicht Lipschitz-stetig, aber lokal Lipschitz-stetig.

LS. = lokal L.S. = stetig
~ f ¥ ~

stetig differenzierbar

Satz §16.7

Definition §16.8

Satz §16.9
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Folgerung: Ist & lokal Lipschitz-stetig (zum Beispiel £ stetig differenzierbar)
und ist w € U, dann gibt es einen Fluss ¢:] — b, b[xB,(u) — U, der lokal
eindeutig bestimmt ist.

Satz (Existenz von globalen Losungen): Sei &:U — V ein lokal Lipschitz-
stetiges Vektorfeld, sei u € U, seien c1, co Integralkurven:
ci:J; — U, ¢1(0) = u = ¢2(0). Dann gilt:

c1(t) = co(t) firallet e JNJy

Beweis: Sei @ = {b > 0| c1(¢
nach Satz §16.5. Beachte: Ist

) = ca(t) gilt fiir alle 0 < ¢ < b}. Dann ist Q # 0
0<b<be@ =beq.

1. Fall: @ =]0, 00[ dann ¢1(t) = co(t) fiir allet > 0
2. Fall: b = sup(Q) < oo. Wenn die Behauptung falsch wire, giibe es
by € J1 N Jy mit by > b. Betrachte ¢;(t) = ¢;(t + b). Das sind zwei
Integralkurven, ¢;(0) = ¢2(0). Nach Satz §16.5 gilt ¢, (¢) = éx(¢)
fiir ein kleines ¢ > 0. (Widerspruch)
Gleiches Argument fiir ¢t < 0.
Folgerung: Ist &:U — V ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld und u € U.
Setze J(u) = U{J | es gibt eine Integralkurve c¢: J — V mit ¢(0) = u} Das ist

ein offenes Intervall, nach Satz §16.11 gibt es eine mogliche Losung der Diffe-
rentialgleichung ¢ = £(c¢) zum Anfangswert ¢(0) = u.

Beispiel:
(a) U =R, &(u) = u, Losung ¢, (t) = vexp(t), J(v) = R fiir jedes
v E R.
(b) &) =—u? U=R,t) = —c(t)*.
Raten den Losung: c(t) = m = (t+to)7L, c(0) = %7
t) = —(t+ 1) = g = —e(t)®

Anfangswert: u = (¢g) =

firu>0 J(u) =] - oo
fir u <0 J(u) =] — o0, — %]
firu=0 ¢(t)=0=const

16.7 Die klassische Differentialgleichung

Sei F: U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige (reell- oder vektorwertige) Funktion
in mehreren Argumenten mit U C R™. Eine gewohnliche Differentialgleichung
im klassischen Sinne sieht so aus:

B () = F(c(t),ce(t), ét), ... (@), t,p) mit konstantem Parameter p
Wie passt das zu Fliissen, Integralkurven und Vektorfeldern?

Betrachte zuerst den Fall k = 1, ¢(t) = F(c(t),t,p).

Folgerung
§16.10

Satz §16.11

Folgerung
§16.12

Beispiel §16.13

Vorlesung
29.06.2004

Paragraph
§16.14

Paragraph
§16.15
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Definiere: £(u1, s, u2) = (F(Ul,S,Ug), 1,0).

Klassisch: F: Uy x I x Uy — V mit U; C V offen, I C R ein offenes Intervall
mit 0 € I und Uy C W offen.

EUp x I xUy — V xR x W, also ist £ ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld,
definiert auf der offenen Menge Uy x I x Us CV x R x W.

Sei ¢ eine Losung der Differentialgleichung é(t) = & (e(t)).

Schreibe ¢ = (c1, ¢z, ¢3). Losung zum Startwert ¢ = (u,0,p):

ég(t) =1, 02(0) =0 = Cz(f) =1

¢3(t) =0, c3(0)=p = c3(t)=p=const

c1(t) = F(ea(t), ea(t), es(t)) = F(ea(t), 1, p)

Das heifit die erste Komponente ¢; der Integralkurve ¢ = (c1,¢a,c3) ist genau
die Losung der Differentialgleichung: ¢1(t) = F(cy(t), t,p), schreibe c(t) = ¢1(t).
Die Differentialgleichung ¢ = F (07 t,p) hat also eine eindeutige Losung zum
Anfangswert ¢(0) = u.

Bemerkung: Wir haben immer den Fall betrachtet, dass ¢(0) als Anfangswert
vorgegeben wurde. Das reicht auch vollkommen aus: Falls man ¢(t) = £(c(t)) mit
c(tg) = u losen will, setze & = c(t + tg), dann gilt &(t) = é(t + to) (Kettenregel).
Lost also ¢ die Differentialgleichung

c(t) =€(e(1), &0)=u
dann ist ¢(t) = é(t — o) eine Integralkurve mit ¢(tg) = ¢(0) = w.

Eine klassische gewohnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung
cB(t) = F(c(t), ét), ..., ¥ (1), t,p)
mit den Anfangswerten ¢(0) = vg, ¢(0) = vy, ..., ¢*"1(0) = v_; und
F:iUyxUp xUyx - xUp1xIxU—V lokal Lipschitz-stetig

Setze £(ug, u1, ..., Ug—1,8,w) = (U1, U, ..., ug—2, F(u,...,w),1,0)
dann ist £ ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld:

£:U0><U1><-~-><Uk,1><I><U—>V><~~-><V><R><W
N————
k-Stiick

Sei & die zugehorige Integralkurve, &(t) = £(¢(t)), é(t) = (co(t), ..., cr-1(t),t,p)

. L . (2) . (k—1) .
und ég = ¢1 = ¢y, €1 = €2 = Cj , vy Ch_2 = Ch—1 = C , Cp—1 =

F(007clv~ o ;Ck—latap) == c(k)(t) = F(c(t),c(t), e 'ac(kil)(t)vtap% ¢ = Cg-

Schlagwort: Eine Differentialgleichung k-ter Ordnung wird auf ein System von
k Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriickgefiihrt.

Bemerkung
§16.16

Paragraph
§16.17
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C2

E(ur,uz) = ( _01 é ) ' ( Z; >, (¢1,¢2) = &(cr,c2)

Das ist eine Differentialgleichung der Form {(u) = A(u) mit A:V — V linear.
Man spricht von einer linearen Differentialgleichung. Hier raten wir: sin und
cos haben die Eigenschaft ¢ + ¢ =0 < ¢ = —c¢. Ansatz mit a,b € R:

Beispiel (a): ¢+c=0:¢; =¢, ca = ¢4, < “ ) = ( 2 ) also

c(t) = a-sin(t) +b- cos(t)
¢(t) = a-cos(t) —b-sin(t)
é(t) = —a-sin(t) — b- cos(t) = —c(t)

Anfangswerte: ¢(0) = b, ¢(0) = a.

Bei einer Differentialgleichung k-ter Ordnung gibt man vor: ¢(0), ¢(0), ...,
c(kfl)(O), also gibt man k verschiedene Anfangswerte vor.

Zu den Anfangswerten ¢(0) = b, ¢(0) = a ist also c¢(t) = a - sin(t) + b - cos(t) die
eindeutig bestimmte Losung. Es gilt: J(b,a) = R.

Beispiel (b) fiir eine (nicht lineare) Differentialgleichung: F'(u,t) = g(u)- f(t)
(Differentialgleichung mit getrennten Variablen).
Angenommen, g hat keine Nullstellen, u € U C R:

Setze F(t fo ) ds, H(v) = [ ﬁ dx, Anfangswert ¢(0) = u.
Behauptung. Fiir dle Losung c gilt F(t) = H(c(t)), denn

d [ d ([t 1 . __r
-5/ T)dx_ﬂ/o S ) = ey 60

0) = [, 565 =0

gz
Fiir t = 0 haben wir F'(0) =

Beispiel (c): F(u,t) = u? also g(u) = u?, f(t) = 1. Das ist eine Differential-
gleichung mit getrennten Variablen. F'(t) = t.

1)1 1w:v 1 1 1 1
mop- [ Lae [0 L
u

w T2 T, u v c(t)
1 1 1 ut 1—ut U
c(t) wu u U u 1—ut

Das ist die Losung der Differentialgleichung.

Beispiel §16.18

Beispiel §16.19
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Vorlesung
Beispiel (d): ¢ = F(c) (zum Beispiel Newtons Gesetz fiir ein zeitunabhéngi- 02.07.2004

ges Kraftfeld), U C R offen, F:U — R,u € U. Ansatz: V(z) = — [7 F(r) dr

= &(t) = /2E — 2V (c())

Das ist der Energieerhaltungssatz (kinetische Energie + potentielle Energie =
const), eine Differentialgleichung in getrennten Variablen, die wir wie in (c) 16sen

kénnen: H(z) = [ \/ﬁvm dr

Beispiel (e): ¢= —ke, k> 0 reelle Konstante (Federgleichung)
u=0=1¢(0), ¢0)=¢y>0

Potential: V(z) = [ kr dr = 2%k

é(t) = 2E — c(t)?k, E=1c}

é(t) = /& —c(t)?k, F(t) =t

H(z)= [ Cg—# dr = %arcsin(xé"—o) mit w = vk, t=Larcsin (c(t);”—o)
= sin(wt) = c(t) 2 = c(t) = 2 sin(wt)

Diese Funktion 16st die Differentialgleichung fiir alle t.

Faustregel: Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz garantiert die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung. Mit solchen Tricks und Methoden, wie in den Bei-
spielen (d) und (e) sucht man eine Losung ohne auf Einzelheiten im Definitions-
bereich zu achten, sondern priift ganz zum Schluss, ob die gefundene Funktion
eine Losung ist.

Weitere Literatur:
e Walter, Gewthnliche Differentialgleichungen

e Braun, Gewohnliche Differentialgleichungen
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17 Lineare DGL und globaler Fluss

17.1 Der globale Fluss

Definition: Wir betrachten eine lokal Lipschitz-stetige Funktion £&:U — V
mit U C V offen und V Banachraum. Zu v € U hatten wir das mazimale
Losungsintervall J(u) C R zur maximalen Integralkurve c,:J(u) — U mit
cu(0) = u. Setze @ = |JJ(u) x {u} € R x U. Definiere p:Q — U, (t,u) —
p(t,u) = ¢, (t). Wir nennen ¢ den globalen Fluss zu £ und 2 seinen Defini-
tionsbereich. Fiir (¢,u) € Q schreibe ¢, (t) = ¢(t,u) = i (u).

Definition §17.1

Beispiel §17.2
Beispiel:

o U=R, &(u)=u, cu(t)=ue" =pu),
Ju)=R = Q=RxR

o U= R7 g(u) _’LLQ,

,oo  fallsu >0
,—i[ fallsu<0
R falls u =0

,,/////Q |
//// /

Abbildung 29: Globaler Fluss

=
£
I
——
(.
Bel=

Satz §17.3
Satz: Sei £&: U — V lokal Lipschitz-stetig. Sei (u,t) € Q. Dann gilt

J(pr(u)) ={s—t|se Ju)}=Ju) —t

und pgpp(u) = (@s 0 pe)(u) = (s 0 s (u).
Beweis: Betrachte ¢1(t) = ¢ (¢s(u)) und ca(t) = @ope(u)
c1(0) = ps(u) = culs) = ps(u) = c2(0)

él (t) = 5(61 (t)) und ég (t) = 6(62 (t))
Mit dem Satz tiber die Eindeutigkeit der Losung folgt: ¢1(t) = ca(t) O

Satz §17.4
Satz: 2 C R x V ist offen und ¢: ) — U ist stetig.

Beweis: Sei (t,u) € Q, sei @ = {r > 0| fiir jedes ¢ € ]0,7[ gibt es a,b > 0 mit

Jt —b,t+b[ x By(u) C Qund ¢ ist stetig in (¢,v)}. Nach §16.7 ist Q # 0.
1. Fall: @ =]0,00] — OK.
2. Fall: Q #]0, 00|, also existiert ¢ = sup(Q) < oo
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Behauptung: ¢ € J(u) — OK.

Angenommen ¢ € J(u). Setze T = @q(u) € U, es gibt einen lokalen Fluss ¢
nahe @, @:| —r,r [xB,(u) — U. Weiter gibt es 6 > 0 so, dass t € |¢ — J,¢[ =
¢t(u) € Br(w) (weil Integralkurven stetig sind). Wihle 1 < ¢ mit ¢ —d < ty
und ¢ —t; < 7. Es gibt dann s > 0 mit gp(]tl —s,t —&—s[ng(ﬂ)) C B (). Fiir
t €]ty — by +r] setze Y(t,v) = @t —t1,p(t1,v)) = (t1,v) = p(t1,v). Damit
ist ¢ doch in (g,u) stetig. Ein Widerspruch. O

17.2 Die Exponentialfunktion

Definition: Es sei V ein Banachraum (z.B. V =R"), T V — V stetig und
linear, also T' € L(V, V). Setze g, (T) = idy +T+5T%+- - -+ 5T =37 &T",
das ist eine stetige lineare Abbildung, g, € L(V V), denn gn ist linear und
Summe stetiger Abbildungen.
Wihle R > 0, setze Xg = {T € L(V,V) | ||T|| < R}, gn: Xg — L(V,V) ist
stetig fiir jedes n € N. Es gilt:

NAt N+l
vt -av-an<[| 35 gl 5 dmes 3 e
k=N+1 k=N+1"" k=N+1
N+£ 1
N+1

Das wird beliebig klein, falls N groﬁ genug ist. Die Folge (gn),,cy ist also eine
Cauchy-Folge, der Grenzwert Z 5TF = exp(T) = € ist eine stetige lineare

Abbildung Xr — L(V, V). Das gilt fiir jedes R > 0, also ist die Abbildung
exp: L(V,V) — L(V,V) stetig.

Sei A € L(V,V).

t ¢ 2
A/ gn(sA) ds:A/ (A+A5+A%+~~) ds:At+%At2+~~ = gnt1(tA)—
0 0

Im Grenzwert n — oo ergibt das: A fot eds ds=eAt —1

Die linke Seite ist stetig differenzierbar, also gilt:

d . as At d a At _ At
dt(e 1) = Ae = 3 =Ae™" =e""A
Betrachte das Vektorfeld & auf L(V,V) x L(V,V) mit {(X,Y) = (XY,0). E
ergibt sich die Differentialgleichung (X,Y) = (XY,0) = Y = Y, = const
Losung: X (t) = XoeX!, X(t) = Xoe¥*'Yy = X ()Y (t) mit X(0) = Xe*0 =
Xo-1=2Xp

Der zugehorige globale Fluss ist o:(X,Y) = (Xe!¥,Y). Nach Satz §17.3 gilt

Cort = @5 0@, (XelHY V) = o (XetYY) = (XetYe®Y,Y). Insbesondere
gilt: eSTY — gsY oty

Vorlesung

06.07.2004
Definition §17.5
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Satz: Sei V ein Banachraum, A € L(V,V) und s,t € R beliebig. Es gilt stets:

e(sttA — gs4 . ¢t4 Tpghesondere gilt e’? - ¢4 = idy. Damit ist e*” immer
invertierbar.
Beweis: Siehe oben. O

A+B _ _A B

Achtung: Es gilt im Allgemeinen nicht: e et e,

17.3 Homogene lineare Differentialgleichungen

Definition: SeiI C R ein offenes Intervall (mit 0 € I), sei A: I — L(V, V) lo-
kal Lipschitz-stetig. Die Differentialgleichung ¢(t) = A(t) - ¢(¢) heifit homogene
lineare Differentialgleichung.

Beispiel: Ist A € L(V,V) fest, a: I — R lokal Lipschitz-stetig, A(t) = Aa(t),
so gilt fiir ¢(t) = efo *(=) ds4¢) mit einem festen Vektor ¢ € V. Es gilt ¢(0) = co,
é(t) = aft) - A-elo @) dsAg) — A(t) - c(t)

Also ist ¢ die Integralkurve dieser Differentialgleichung zum Anfangswert cq.

Wichtiger Spezialfall: Ist o« = const, ¢(t) = Ac(t), so spricht man von einer ho-
mogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeflizienten.

Beispiel (a): f:I —R=V, ¢&t)=f(t)-clt) = ct)=elol(s)ds
Konkret: f(t) =t", é(t) =t"-c(t), ct) =elos" I = ewtr

Beispiel (b): @(t) = —c(t), c(t) = e1(t), &(t) = ea(t)
= CQ(t) = —C (t), ¢ (t) = Cg(t)

0= )= ()= (5 5) (56 -0

Losung: &(t) = e&y. Was also ist e1*?

A= Al — A A% = _01 _01 ) _ B A= A2A = _A,

A4 = (AZ)Z =F, A4k — AF
o) 2k S 2k+1
YD X D G

et = E+tA+t2A2%+t3A3%+' = = 2k+1 k:(’% 2k

-2 D'y 2 D G

k=0 k=0

cos(t)  sin(t)

- ( —sin(t) cos(t) )
)

ooy ) (el ) e (20

Satz §17.6

Definition §17.7

Beispiel §17.8

Beispiel §17.9
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r . . . .
> eine obere Dreiecksmatrix. Was ist e4t?

e [ 1 kr

ettr &, =,
ot ), denn Y LtFkr =tr > LtF
k=0 k=0

Beispiel (c): Sei A = <
1
0

A= E, A = 4, A2:<

Do
=
o N

1
e =E+At+ A + .. = (
17.4 Die Exponentialfunktion und Matritzen
0 1 _ cos(t)  sin(t)
xp <( -1 0 )t) B ( —sin(t) cos(t) )
1 r ¢ . et eltr
P o 1 ~ Lo e

Im Allgemeinen ist es schwierig e1? fiir eine Matrix A auszurechnen. Es gibt ein
paar hilfreiche Regeln:

A, 0 - 0
0 Ay, --- 0
(i) Ist A = . . und A, quadratische Matrix,
0 0 - A,
dann
et 0 0
0 et 0
oAt — .
0 0 ert
all 0
Insbesondere ist A = Diagonalmatrix, dann
0 Qnn
eaut 0
oAt —
0 ednnt

(ii) Ist v ein Eigenvektor von A, das heiit Av = av und a € R,
v # 0, dann e v = ev, insbesondere ist v ein Eigenvektor von
et zum Eigenwert e,

Vorlesung
09.07.2004

Paragraph
§17.10
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(iii) Ist B invertierbar, so gilt (B~'AB)* = B~'A*B, also B~'e4'B =
eB'AtB_ Das heifft zum Beispiel: Ist D = B~1AB eine Diagonal-

dy - 0
matrix, D =
0 dy,

etdr 0

-1
= etD tB~"AB — — B*letAB
0 etdn
etdl 0
= ¢4 =B B!
0 etdn

Beispiel: DGL y” 44y’ — 2y = 0. Umschreiben auf DGL 1. Ordnung: co = ¢4,
c1 =Y, ég+462—261 =0

&= coy,  én =201 — des
( 28 ) - < (2) _14 ) < 28 > Losung: c(t) = e?tc(0)
= ~ ~

Suche Eigenwerte von A: Uber das charakteristische Polynom,

0—=z 1
det ( 9 .
Nullstellen A\ = —1 4+ /6, Ao = —1 — /6, das sind die Eigenwerte von A.
Eigenvektoren: Lose (A — \;)v; = 0, zum Beispiel

1 1
0= arvs )= (ol )
Also: ety = e(_2+‘/6)t1;17 eAtyy = e(—2—\/5)t02

eAt(Tlvl +1rov2) = 7’16(7%‘/6)%1 + 7"26(’27\/@ 2= < ?8 )
2

Anfangsbedingung: ¢1(0), c2(0) sind vorgegeben. rivy + rove = ( 21 Egg ),
2

>:x2+4x—2

<2i\/6 21¢6><2 ):(2583)
(m)== (0 ) ()

= ()= r1e"2HVOL |y o (-2-VE)t

%\/(—3 (01(0)(2 +6) + @(0)) o(—2+V6)t
- ﬁ (Cl (0)(2 = V6) + 62(0)) e(—2=VO)t

Beispiel §17.11
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mit ¢; =y, co = ¢’, Startwerte y(0) = ¢1(0),y’(0) = ¢2(0). Es folgt:

(2 2)=(alw =2w) (70 L0 ) (308 )
:”,At:_L( 1 1 )(e(—2+\/6)t o >< B 71)
‘ VBN —24V6 26 0 (—2—VB)t 2_ V6 1

17.5 Inhomogene lineare Differentialgleichungen
Definition: Sei J C R ein offenes Intervall mit 0 € J, A: J — L(V,V) und
b: J — V, beide lokal Lipschitz-stetig. Die Differentialgleichung

&(t) = A(t)e(t) + b(t)

heiflt inhomogene lineare Differentialgleichung.

Satz: Der Definitionsbereich des globalen Flusses ist 2 = J x V, das heifit die
Losungen sind fiir alle t € J definiert.

Beweis: Sei I C J abgeschlossen und beschrankt mit 0 € I.
Sei R = sup{||A(¢t)|] | t € I} (das existiert, weil I abg. und beschrénkt ist).
F(z,t) = A(t)z + b( ), IIF(fv t) ( Ol = 1[A®#)(z — y)l| < Rllz — yl|

Setze co = v, cpt1(t fo )ds+wv  (Picard-Iteration)
¢
Jouni® = Bl = JiF - Ji Feum(s).) dsl| < | i Rlles(s) -
Cn—1(s)|| ds| < R™ [t]"|ey — Co\loo
—_————
=n!
Die (cn),en bilden als btetige Kurven I — V eine Cauchy-Folge mit Grenzwert

c: I — V mit ¢(¢ fo s) ds + v.

= ¢(t) = A(t)e(t) +b(t) furalletel
c(0)=w

Das Argument geht fiir jedes abgeschlossene und beschriankte Intervall I C J,
also fiir alle t € J. (]

Bemerkung: Einige elementare Beobachtungen: Sei F(z,t) = A(t)x + b(t),
die Differentialgleichung ¢(t) = F(c(t),t) hat folgende Eigenschaften:

(i) Ist ¢; eine Losung der homogenen linearen DGL, also ¢1(t) = A(t)ci(t)
und ist co(t) eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung,
also ¢a(t) = A(t)ca(t) + b(t), so ist ¢ = ¢1 + co ebenfalls eine Losung
der inhomogenen linearen Differentialgleichung ¢(t) = A(t)c(t) + b(t) zum
Anfangswert ¢(0) = ¢1(0) + ¢2(0).

(ii) Kann die homogene Differentialgleichung eindeutig 16sen und findet man
eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung, so hat man
damit alle Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung zu
beliebigen Anfangswerten.

Definition
§17.12

Satz §17.13

Bemerkung
§17.14
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Satz: Sei ®;(u) die Losung des homogenen Problems, das heifit ¢(t) = ®;(u)
hat die Eigenschaft, dass

¢t)=At)e(t) mit  ¢(0)=wu

Dann gilt ®;(u + v) = ®;(u) + P4(v), weil die Differentialgleichung linear ist.
Das heifit @, ist eine lineare Abbildung mit ®;: V' — V und ®; ist invertierbar.

Beweis: Ist &V x J — V x J ein Vektorfeld mit (u,v) — (A(r)u, 1) und Fluss
@i(u,r) = (pe(u,7),r +t) dann gilt ®;(u) = G¢(u,0) also ist ; invertierbar.0]

Ist A(t) = a(t)A (siehe Beispiel §17.8), so ist ¢(t) = efo () dsAy, das heiBt in

dieser Situation ist ®; = elo als) dsA

Bemerkung: Wir finden eine Losung des 1nhomogenen Systems mit dem fol-
genden Ansatz: u(t) = ®; ' (b(t)), das heit u(t fo '(b(s)) ds. Setze

e(t) = @t(u(t))
o) = D) + ilt) = A (ul) + i (1)
= A(t)e(t) + b(t)

Damit haben wir eine Losung des inhomogenen Systems gefunden. Man nennt
diesen Ansatz Variation der Konstanten.

Beispiel: Sei V =R2 J =R und é(t) = A(t)c(t) + b(t) mit

(5 a)me=(1) = (E)-(20)+(7)

1. Schritt: Lose die homogene Differentialgleichung ¢(t) = A(t)c(t) vollsténdig.

_ ftads, _ A, _ [ cos(t) sin(t) At L
Oy (u) = elo 4 By = ey (—Sin(t) cos(t) u  (e”" aus Beispiel §17.9)

2. Schritt: Finde eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung.
In dieser Situation ergibt sich: ®;1 = &_,

Ll ) () e[ ()
- (e )
ct) = Puu(t) = < cos(t)  sin(t) > ( I?COS( ) — sin(t) >

—sin(t) cos(t) tsin(t) + cos(t) —
( t cos?(t) — cos(t )sm( ) + 2sin?(t) + sin(t) cos(t) — sin(t) )

—tsin(t) cos(t) 4 sin?(t) + tsin(t) cos(t) + cos?(t) — cos(t)
-~ t — sin(t)
B 1 — cos(t)
Das ist eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung zum An-
fangswert (0, 0)

S
—

~
~—

Vorlesung

13.07.2004
Satz §17.15

Bemerkung
§17.16

Beispiel §17.17
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3. Schritt: Allgemeine Losung des inhomogenen Problems zum Anfangswert

c(0) = v = (v1,v2).
) = w0+ (|- z;“;?) )

= (el e (o Hf:ili&%)
= (5 ) (2 ) (17300)

17.6 Fundamentalsystem

Bemerkung: Ist V' = R" und sind v, ...,
Vektoren, so gilt fiir alle v € R" mit v = v(yry + -

@t(’l)) = @t(v(l)rl) +

Damit ist c(t) = ricay(t) + -+ + rnce)(t) Losung der homogenen Differenti-
algleichung zum Anfangswert c(0) = v. Man nennt (c(y),...,¢)) ein Funda-
mentalsystem von Losungen der linearen homogenen Differentialgleichung.

V(n) € R™ linear unabhéingige
+ V(n)Tnt

c A @ (V) = ey (B)r1 A+ A ey (B) T

Beispiel: Sei V =R, J =] — 1,00[ und 2(t + 1)%y” — (t + 1)y’ + y = 0. Setze
c1(t) = y(t), c2(t) = y'(t)
{ 2(t +1)%¢(t) — (t+ ea(t) +ca(t) = 0
Cl(t) CQ(t)
_ { éa(t) i —srza(t) + 3rea()

¢ (t

- ( et

Ansatz: Setze ¢1(t) = (t+1)* mit a € R,a > 0, also ca(t)
und é3(t) = ala — 1)(t +1)¢72

)= (i b ) (50 )
+1

=a(t+1)%71 =¢(¢)

-1

a
—Dt+1)? = ————(t+1)%+ —(t+1)%7!
ala—1(t+1) TS A AR T AU
1 1
= Z(t+1) %24 Zat+1)22
S+ 122 4 Zalt+ 1)
1
& ala—1) = §(a—1)
1
= ap =1, a2:§
) <t+1> <\/t+1>
LOSUHg: ca) = 1 y  C2) = 1
2V/t+1

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also von der Form
t+1 Vit+1
c= 1 r1 + 1 o
2V/t+1

Die bisherigen Methoden funktionieren hier nicht, da A(t) nicht durch a(t) - A
ausdriickt werden kann.

Bemerkung
§17.18

Beispiel §17.19
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