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Gesetze in algebraischen Strukturen

In algebraischen Strukturen gelten bestimmte Gesetzméfigkeiten oder Regeln, die man Axiome
nennt. Aus diesen Axiomen lassen sich neue Formeln und Regeln herleiten.

Abgeschlossenheit: ~ (Abx) Va,y € M. (xxy)eM

Assoziativgesetz: (Ax)  Va,y,z € M. (zxy)xz=x*xy*xz=xx (y*2)
Kommutativgesetz: (Kx) Va,y € M. THY=Y*xT

Neutralelement: (Nx) ZJeeM.VzeM. zxe=zx

Inverses: (%) VeeM.3yeM. zxy=e

Distributivgesetz: (Dx) Va,y,z € M. xx(y+z)=zxyt+ax*z

Strukturen mit einer Operation

Strukturen mit nur einer Operation heiflen Monoid oder Gruppe, je nachdem welche Axio-
me erfiillt werden. Alle diese Strukturen bestehen aus einer Menge und einer Verknipfung. Eine
kommutative Gruppe heifit auch Abel’sche Gruppe.

Struktur: Halbgruppe Monoid Kommutativer Gruppe Abel’sche
Monoid Gruppe
Definition: | (M x) (M; %, €) (M; %, ¢) (M;*,e,”T) (M;x,e,~ 1)
Gesetze: (Abx) (Absx) (Absx) (Absx) (Absx)
(Ax) (Ax) (Ax) (Ax) (Ax)
(Kx) (Kx)
(N=) (N=x) (N=) (Nx)
(1) (1%)
Beispiel: (N; +) (N;-, 1) (N;4,0) (Z;-,1,71) (Z;+,0,—)

Strukturen mit zwei Operationen

Strukturen, die aus einer Menge und zwei Verkniipfungen bestehen, heiflen Ringe oder Kérper.
Ein Ring besteht aus einer Gruppe der additiven und einem Monoid der multiplikativen Ver-
kniipfung. Ein Korper dagegen wird aus einem additiven und kommutativen Ring und einer mul-
tiplikativen kommutativen Gruppe zusammengesetzt. In beiden Strukturen gilt auflerdem das
Distributivgesetz.

Struktur: Ring Kommutativer Ring Korper
Definition: | (M;+,-,eT,¢e’) (M;+,-,eT,e) (M;+,-,e",e)
Gesetze: (Ab-)  (Ab+) (Ab:) (Ab+) (Ab-)  (Ab+)
(A)  (A+) (A) (A1) (A)  (A+)
(K)  (K+) (K)  (K+)
(N-) (N+) (N} (N+) (N-) (N+)
(1+) (1+) (1) (1+)
(D) (D) (D)
Beispiel: | (R™™;+,-,0,E) | (Q,+,-,0,1) (R; +,-,0,1)




Zusammengesetzte Strukturen

Es gibt Strukturen, die aus anderen Strukturen zusammengesetzt sind, wie die Struktur des K-
Vektorraums oder der K-Algebra. Beide diese Strukturen bestehen aus einem Kérper (z.B. R),
der die so genannten Skalare beinhaltet und einer weiteren Struktur, der Struktur der Vektoren.

Vektorraume

Bei K-Vektorrdumen ist diese Struktur der Vektoren eine kommutative Gruppe mit den Ver-
kniipfungen der Addition. Auflerdem ist eine Verkniipfung definiert, die einen Vektor mit einem
Skalar multipliziert. In einem Vektorraum V iiber den Korper K gelten die folgenden Gesetze:

Abgeschlossenheit:  (Ab) V@, @€ V. (T+w) eV
VieV.Vre K. roeV

Assoziativgesetz: (V1) Va,v,@eV. (B+0)+u=w+ (V+1)

Kommutativgesetz: (V2) Vo, @€ V. T+d=w+7

Neutralelement: (V3) 30eV.VieV. T+0=70

Inverses: (V4) VieV.3weV. T+w=0

Distributivgesetz: (VB) Vi, weV.VreK. r{W+d)=riv+rd)

Neutralelement: (V6) J1le K. VveV. 1w=7

Distributivgesetz: (V7) VieV.VrseK. (r+s)0=rv+sv

Assoziazivgesetz: (V8) VoeV.Vrse K. r(st)=(rs)v

Ein Beispiel fiir einen K-Vektorraum ist der Anschauungsraum R? der Vektoren. Aber auch der
abstrakte Raum R"™ mit n € NT (sowohl Zeilen- als auch Spaltenraum) ist ein Vektorraum. Es
gibt natiirlich noch viele weitere Beispiele.

Algebren

In der Struktur der K-Algebra gibt es aufler der Vektoraddition auch eine multiplikative Ver-
kniipfung der Vektoren. Die Struktur der Vektoren ist hier ein Ring, folglich wird der K-Vektor-
raum mit den folgenden Axiomen zu einer K-Algebra A erweitert:

Abgeschlossenheit:  (Ab) V@, b€ A. (@-b)eA
Assoziativgesetz: (A1) Va,bce A @-b)-¢=a-(b-7
Assoziativgesetz: (A2) VabeAVreK. r(@ b)=(ra)-b=a-(rb)
Neutralelement: (A3) 3Jee A.Vae A i-eé=a

Ein Beispiel fiir eine K-Algebra ist die Menge der Matrizen R™*"™. Hier sieht man auch, dass
ein Vektorraum beziehungsweise eine Algebra nicht unbedingt aus Vektoren bestehen muss. Die
Struktur der Vektoren kann eine Menge von Matrizen oder auch von Abbildungen sein.

Affine Riaume

Ein affiner Raum besteht aus einem Punktraum P und einem K-Vektorraum V sowie einer
Abbildung ¢: V x P — P. Es gelten die folgenden Axiome:

Antragen von Vektoren: VieV.YPQeP. Q=v+P
v

(A1)
Abstand zweier Punkte: (A2) VoeV.VPQ € P. =PQ=Q-P
Assoziativgesetz: (A3) VPeP.Vi,weV. (W+v)+P=w+ 0+ P)
Neutralelement: (A4) 30eV.YPcP. P+0=P

Beispiel fiir einen affinen Raum ist der Anschaungsraum R?® mit den Punkten im kartesischen
Koordinatensystem.
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